
 פתרונות 

,𝐼-. נטען ש1 𝑃, 𝑆 בצע אינוורסיה ביחס למעגל החסום.  ישר. נ𝐴, 𝐵, 𝐶  עוברות לאמצעי

,𝐸𝐹,𝐷𝐹הקטעים  𝐸𝐷  הנקודות של  -9בהתאמה ולכן המעגל החוסם עובר למעגל𝐷𝐸𝐹 .

הנקודות של  9עוברת לחיתוך של מעגל  𝑆ולכן  𝐸𝐹עובר לישר  𝐴𝐸𝐼𝐹𝑆בנוסף המעגל  

𝐷𝐸𝐹  עם הצלע𝐸𝐹כלומר ל , -𝑃 . 

 נשאר לעשות חשבון זוויות קצר: 

∠𝐹𝑋𝑃 = ∠𝐹𝐴𝐼 = ∠𝐹𝑆𝐼 = ∠𝐹𝑆𝑃 

,𝐹ולכן  𝑃, 𝑋, 𝑆  נמצאות על מעגל ו-∠𝑋𝑃𝐹  ישרה ולכן גם∠𝑋𝑆𝐹 .ישרה 

צריכה לקיים בגלל צירים רדיקליים בין    𝑇- מקיימת את מה ש 𝑆- תחילה, אנחנו יודעים ש. 2

,𝐵𝐼𝐶המעגלים   𝐴𝐼𝑆, 𝐴𝐵𝐶כעת, נוכיח ש . -𝑇 = 𝑆  נגדיר את .𝑋 להיות החיתוך של האנך ל-

𝐴𝐼 ב -𝐼  עם𝐵𝐶 נוכיח שהזווית .𝐴𝑆𝑃   ,ישרה, כלומר𝑆𝑃𝐼  .1-את זה כבר ב אבל עשינוישר . 

 𝑆′𝐼𝑎- ו 𝑆𝐼. אז  Ωעל   𝐴- להיות הנגדית ל ′𝐴. נסמן את הנקודה  𝐵𝐶-מקביל ל 𝑋𝑌- נוכיח ש. 3

שווה שוקיים ואז עם משחק זוויות ניתן להוכיח זאת. כעת,  𝐼𝐴′𝐼𝑎. המשולש ′𝐴- עוברות ב

,𝐾1-נסמן ב 𝐾2 את החיתוכים של האנכים ל -𝐴𝐼   בנקודות𝐼, 𝐼𝑎  בהתאמה עם הישר𝐵𝐶 .

,𝐴𝑆𝐾1- אנחנו יודעים ש 2כמו שאלה  𝐴𝑆
′𝐾2 ישרים. ו -𝐾   הוא אמצע𝐾1𝐾2 . 

 𝑇-. נסמן ב𝜔עם  𝐴𝐺את החיתוך השני של   𝑋-וב 𝜔עם   𝐷𝑃את החיתוך של  𝐺-נסמן ב. 4

 .𝑋𝐷𝑀עובר במרכז המעגל החוסם של   𝑇𝐼. הוכיחו שהישר 𝐵𝐶עם   𝐴𝑃את החיתוך של  

ולכן  𝑋𝐷הוא האנך האמצעי של  𝐼𝑂-. ברור ש𝑋𝐷𝑀את מרכז המעגל   𝑂-נסמן ב פתרון:

משיק למעגל החסום ולכן מספיק   𝑇𝐷-על אנך אמצעי זה. נשים לב ש 𝑇-צריך להוכיח ש

 משיק גם הוא.  𝑇𝑋-להוכיח ש

,𝑋)-. ברור ש𝑌- ב 𝐷𝑋עם  𝐸𝐹נסמן את החיתוך של  𝐺; 𝐸, 𝐹) =  𝐸𝐹על  𝐷-, נטיל מ1−

,𝑌)-ונקבל ש 𝑃; 𝐸, 𝐹) =   𝐴- אבל הוא בברור עובר גם ב 𝑃-עובר ב 𝑌ולכן הדואלי של  1−



כלומר  𝐷𝑌ולכן הדואלי זה   𝑌-עובר ב 𝑇- ולכן הדואלי ל 𝑌-הוא הישר הדואלי ל 𝐴𝑃𝑇ולכן 

𝑇𝑋   .משיק למעגל החסום, כנדרש 

 

 𝑌𝑍אז גם   זה נובע ממשפט הדגל הבריטי ההפוך.חוסם מעגל,  𝐵𝐶𝑌𝑍- תחילה, נוכיח ש. 5

 ישרה. 𝐸𝐹-ל 𝐷𝐺בין  על מעגל, זה נובע מכך שהזווית  𝐵𝐶𝑌𝑍-. כעת, נוכיח ש𝐺-משיק ב

  𝑋𝐼- בגלל סימטריה ביחס ל  𝑋-עובר ב 𝑌𝑍אז  .𝐵𝐶עם  𝐴𝑆את החיתוך של   𝑋-כעת, נסמן ב

מצירים רדיקליים במעגלים (. 𝑋𝐼-)הישר בין נקודות ההשקה מאונך ל 𝑋- המשיקים מ 2של 

𝐵𝐶𝑌𝑍, Ω, 𝐴𝑌𝑍נקבל ש ,-𝑆   על המעגל𝐴𝑌𝑍לכן, נרצה להוכיח ש . -𝐻   על𝑆𝐼 נגדיר את .𝐻 

 𝐴-נעשה אינוורסיה מ .𝐴- ונוכיח שהוא על הגובה מ 𝐴𝑌𝑍עם המעגל  𝑆𝐼בתור החיתוך של 

שמקיימת  𝐵𝐶תעבור לנקודה על  𝐻-ו 𝑋-תעבור ל 𝑆אז  .𝐶-ל 𝑌ואז   𝐵- ל 𝑍שמעבירה את  

 היא עקב הגובה.  ′𝐻, ולכן מעגל 𝑆𝐻𝐻′𝑋- ש

,𝐾-נסמן ב. 6 𝐿 את הקוטב הדרומי והצפוני ב-Ω. תחילה, נוכיח ש -𝐿𝐷𝑆 .נעשה   ישר

,𝐵שמשאירה את   𝐿- אינוורסיה ביחס ל 𝐶 .אם נגדיר את  אז   במקום𝑋  החיתוך של  להיות

𝐴𝑆   עם𝐵𝐶  אז המעגל עם קוטר𝑋𝐼 .לכן,   נשאר במקום𝐷  תעבור לנקודה על המעגל

𝑋𝑆𝐼𝐷   ועל המעגלΩ  תלך לולכן-𝑆. 

אז  .𝐴𝑇𝐾𝐴′𝑆𝐿נעשה זאת בעזרת משפט פסקל על הנקודות:   ישר. 𝐾𝐷𝑇-כעת, נוכיח ש

𝐴𝑇, 𝐴′𝑆 ב נחתכים-𝑃  וכן𝐴𝐾, 𝐴′𝐿   נחתכים באינסוף בכיוון𝐴𝐼. אך אנחנו יודעים ש-𝐷𝑃 



,𝑇𝐾-נקבל מפסקל שולכן,  𝐴𝐼- מקביל ל 𝑆𝐿  נחתכים על𝑃𝐷 אך .𝑆𝐿 עובר ב -𝐷   ולכן גם𝑇𝐾  

 .𝐷-עובר ב

רביעייה  𝐶𝐵𝑆𝑇אז  .Ωשוב על  𝐷נטיל אותה דרך  רביעייה הרמונית.  𝐵𝐶𝐾𝐿 כעת,

ביחס לחוצה הזווית,  𝑆𝑇ולכן, השיקוף של  𝑆𝐵𝐶תיכושקף במשולש  𝑆𝑇לכן   הרמונית.

בנקודה באותו  Ωחותכת את  𝑆𝑀לכן,  .𝑇𝑆𝑀על חוצה הזווית   𝐷לכן  .𝑆𝑀יהיה  𝑆𝐿שהוא  

יהיה באותו הגובה   Ωעם   𝑇𝑀ולכן, גם ההיפך יהיה נכון, כלומר, החיתוך של  .𝑇הגובה כמו 

 .𝑆𝑇𝑀- מרכז המעגל החסום ב 𝐷לכן,  .𝑆𝑇𝑀חוצה את הזווית  𝑇𝐷ולכן, גם  .𝑆כמו  
יים במשולש הזה, שמאונכים לחוצי הזוויות  כעת, נשים לב, שחוצי הזוויות החיצונ

,𝐾𝐿,𝐾𝑋הפנימיים הם  𝐿𝑋   ולכן𝐾, 𝐿, 𝑋  .הם מרכזי המעגלים החסומים מבחוץ 

𝑋𝐾- ילה, נוכיח שתח. 7 = 𝑋𝐿. אנו יודעים ש 5משאלה ש לב נשים -𝑋  נמצאת גם על הישר

𝑌𝑍.  ,ש 5-אנחנו גם הוכחנו בבנוסף-𝑌𝑍 משיק ל-𝜔 ת ההשקה בונסמן את נקוד -𝐺.   אז

,𝑋𝐷הם  𝜔-ל 𝑋-קבל שהמשיקים מנ 𝑋𝐺.  בנוסף, אנחנו יודעים שהישר𝑋𝐼 שהוא חוצה ,

מקביל לחוצה הזווית  𝐸𝐹- שנקבל לכן,  .𝐸𝐹-ולכן מקביל ל 𝐴𝐼- , מאונך ל𝐷𝑋𝐺הזווית של 

𝑋𝐾ולכן  𝐾𝑋𝐿החיצוני של  = 𝑋𝐿 . 

𝑋𝑆𝐾ות  הזוויאת שוויון כעת, נוכיח  = 𝑋𝑆𝐿. נקודות  4: נתונים ינוולוציית דזארגניזכר בא
 הנקודות הללו חותכת פעמיים את הישר. 4וישר שלא עובר דרכן. אז כל שניונית דרך 

  ניתן לראות זאת חת לאחרת היא אינוולוצייה פרוייקטיבית.נקודת חיתוך אההעתקה מ

,𝐼- הנקודות שלנו ל 4תוך בית ששולחת שתיים מם העתקה פרוייקטיאשר לוקחיכ 𝐽  ואז
נקודות   2-דות הנותרות וחותכים את הישר בהנקו 2מעגלים שעוברים דרך ם קבליאנחנו מ 

ודות הקבועות אז  הנק 2חיתוך של הישר שלנו, והישר דרך . אבל אם נסתכל על השונות
ן זוגות הנקודות שנוצרו על הישר ולכן ההעתקה תהיה  ה ממנו מחליפה ביאינוורסי

 פרוייקטיבית. ר ההעתקהלכן במקו  אינוורסיה.

,𝐵והנקודות  𝐸𝐹זר בטענה הזאת על הישר ניעת, כע 𝐶, 𝑌, 𝑍. ההעתקה.ת מה ננסה לראו  

,𝐵𝑍אם נסתכל על השניונית שהיא מכפלת הישרים אז  𝐶𝑌 נקבל ש-𝐸, 𝐹 .אם   מתחלפות

,𝐵𝑌יונית שהיא מכפלת הישרים נסתכל על השנ 𝐶𝑍 אז נקבל ש-𝑃 ז ה. אעוברת לעצמ

,𝐸נקודות ) 3-נו את התמונות של ההעתקה למצא 𝐹, 𝑃 נשים לב,  יחידה.( ולכן היא

,𝐸גם מחליפה בין  𝑆𝑃הישר שיקוף סביב הפרוייקטיבית שהיא שההעתקה   𝐹   ומשאירה את

𝑃 בין מחליפה  – במקום𝐸, 𝐹   כי𝑆𝑃𝐼  זהו חוצה זווית במשולש𝐸𝑆𝐹 בגלל ש-𝐼  היא אמצע

יב שהוא בדיוק השיקוף סב תקה יחידה, נקבללכן, מכך שההע .𝐸𝐹𝑆𝐼𝐴במעגל  𝐸𝐹הקשת  

𝑆𝑃.  ,נשים לב, שההעתקה גם מחליפה בין כעת𝐾, 𝐿  מהשניונית שהיא מכפלת הישרים

𝐵𝐶, 𝑌𝑍.  לכן, הישרים𝑆𝐾, 𝑆𝐿  הישר סימטריים סביב𝑆𝑃  יודעים שאנחנו אבל -𝑆𝑃   מאונך

,𝑋𝑆𝐾גם ביחס אליו. לכן הזוויות סימטריים ם , ולכן ה𝑆𝑋-ל 𝑋𝑆𝐿 .שוות 

𝑋𝐾- כיח בעזרת טיעון קשיחות די קשוח שמכך שהוניתן ל = 𝑋𝐿 וכן ש-𝑋𝑆𝐾 = 𝑋𝑆𝐿  

 מעגל. 𝑋𝐾𝑆𝐿תקיים , שמ𝐾𝐿אינה על האנך האמצעי של  𝑆-ף, שובנוס 

 𝑆)וכן  𝐼𝑆- מאונך ל 𝑋𝑆-ש ף,, ובנוסהמעגלים הללו 2-יק למש  𝑋𝐼שהישר שים לב, , נכעת

נייה של ך השת החיתואת נקוד ′𝑆- כעת, אם נסמן ב המעגלים(.  2ת חיתוך של היא נקוד

𝑋𝑆𝐼סכום הזוויות הוא  ששמתקיים , אז מסתבר המעגלים + 𝑋𝑆′𝐼 = נה  זוהי טע .180



  𝑋𝑆𝑆′𝐼-בל אז נקבל שאגם ישרה.  𝑋𝑆′𝐼- לכן, נקבל ש שהייתה באירוע גיאומטריה האחרון.

′𝑆, ואם  מעגל ≠ 𝑆  אז המעגל הזה חותך את המעגל𝑆𝑆′𝐼 נקודות )והוא לא עובר ב 3-ב-

𝑋כן, קיבלנו ש(. ול-𝑆′ = 𝑆 גלים משיקים. ולכן המע 

  𝐵𝐶עם  𝑅𝑄נסמן את נקודת החיתוך של  . 𝑀𝑅𝑄נמצאת על המעגל   𝐷- חילה, נוכיח שת. 8

ומעבירה  𝑀𝑅𝑄ששומרת על המעגל החוסם, שומרת גם על המעגל  𝑍-. אינוורסיה ב𝑍-ב

,𝑍)את הרבעיה ההרמונית  𝐷; 𝐵, 𝐶) לרביעה ההרמונית  (∞,𝑀; 𝐶, 𝐵)  ולכן𝑀𝑅𝑄𝐷  
 מעגל.  

  𝑂,𝐻-נוכיח ש .⏜𝐵𝐴𝐶את אמצע הקשת   𝑀𝐵𝐶-נסמן ב, ו𝑂-ב 𝑅𝑄𝑀𝐷 מרכז המעגלאת נסמן 

 ם:דרכי 2-ב 𝐼𝑀𝐵𝐶נמצאות על הישר  

 :1דרך 

,𝑀𝐵-נסמן ב 𝑀𝐶  את אמצעי הקשתות𝐴𝐶⏜ ,𝐴𝐵⏜ וב-𝑋, 𝑌  את החיתוכים של𝐸𝐹   עם𝐵𝐼, 𝐶𝐼 .

,𝑋- הלמה האירנית טוענת ש 𝑌   נמצאות על מעגל עם הקוטר𝐵𝐶 ולכן עקב האנך מ-𝑀 ל -

𝑋𝑌   הוא אמצע𝑋𝑌כמובן ש .-𝑋𝑌||𝑀𝐵𝑀𝐶  ולכן𝐼𝐻   חוצה את𝑀𝐵𝑀𝐶 .נשים לב ש -

𝐼𝑀𝐵𝑀𝐵𝐶𝑀𝐶  זו מקבילית ולכן גם𝐼𝑀𝐵𝐶  חוצה את𝑀𝐵𝑀𝐶סך הכל נסיק ש .-𝐼𝐻   נחתך עם

 שהיא נקודת ההשקה של המעגל החצי חסום.  𝑇-וב 𝑀𝐵𝐶-המעגל החוסם ב

 



 :2דרך 

וכן על האנך   𝑀𝐷האמצעי של  על האנך  𝑂אז  .𝑂-נסמן ב 𝑅𝑄𝑀𝐷 מרכז המעגלאת 

ם באמצע ישרים הללו עובריה 2אבל , 𝐴𝑀𝐵𝐶ם האנך האמצעי של שהוא ג 𝑄𝑅האמצעי של 

𝐼𝑀𝐵𝐶.  לכן𝐼𝑂𝑀𝐵𝐶 .בנוסף,  ישר𝐼𝑀𝐵𝐶 עובר ב -𝐻  אם נתבונן במשולש  כי𝐴𝐼𝑀𝐵𝐶   אז𝑀𝐻  

-אם נסמן ב ד משפט תאלס. מקביל לצלע ויש עו 𝐸𝐹מקביל לצלע ויש משפט תאלס, וגם 

𝑊1  את החיתוך של𝐴𝑀𝐵𝐶  עם𝑀𝐻 וב-𝑊2 את החיתוך של 𝐴𝐼   עם𝐸𝐹,  אז צריך להוכיח

- ש
𝐴𝑊1

𝑊1𝑀𝐵𝐶
=

𝐼𝑊2

𝑊2𝐴
,  ןסופסימממשפט  𝑀𝐻א על נמצ 𝐴𝐶- ל 𝑀𝐵𝐶-עקב האנך מנשים לב, ש .

ולכן  דומים 𝐴𝐸𝐼𝑊2-ו 𝑀𝐵𝐶𝑊𝑀𝐴𝑊1אז המשולשים )עם הגבהים(   𝑊𝑀-ן אותו בואם נסמ
 היחסים שווים. 

 

ההשקה של מעגל   היא נקודת 𝑇- נוכיח ש .Ωעם  𝐼𝑀𝐵𝐶של  הנוסף את החיתוך 𝑇-בנסמן 

 .𝐶-ל 𝐵שמחליף בין   𝐴- נעשה זאת באמצעות אינוורסשיקוף מ .𝐴מול   𝐴𝐵𝐶-חצי חסום ב

יעבור למעגל החצי  𝐴מול המעגל החסום מבחוץ   ובנוסף Ωמתחלף עם  𝐵𝐶הישר  אז 

תעבור  ′𝐷שנסמנה  𝐵𝐶ץ עם ת ההשקה של המעגל החסום מבחו, ולכן, נקוד𝐴ם מול  חסו

′𝑇-ונרצה להוכיח ש ′𝑇-ל = 𝑇. נשים לב, ש -𝐼, 𝐼𝑎  מתחלפות, וכן 𝑀𝐵𝐶  תעבור לחיתוך של

𝐴𝑀𝐵𝐶   עם𝐵𝐶 ה  שנסמנ𝑀𝐵𝐶′. קיים ששים לב, שמתאבל נ-𝑀𝐵𝐶
′ 𝐷′𝐼𝑎𝐴   מעגל )עם הקוטר

𝑀𝐵𝐶
′ 𝐼𝑎) ולכן, לאחר האינוורסשיקוף נקבל ש-𝑀𝐵𝐶𝐼𝑇′  שר ולכן𝑇′ = 𝑇. 

  ′𝑇𝐷𝐴- אז נוכיח ש .Ωעם   𝐴דרך  𝐵𝐶- את החיתוך של הישר המקביל ל ′𝐴-בנסמן כעת, 

-תעבור ל ′𝐴אז  .𝐵𝐶של סביב האנך האמצעי הנקודות הללו  3על השיקוף של תבונן נ ישר.

𝐴 ו-𝐷 תעבור ל-𝐷′. ל נשים לב, שמהאינוורסשיקוף שלנו, אנחנו יודעים שאב-𝐴𝑇 ו-𝐴𝐷′  

. ולכן,  ′𝐴𝐷 עלתעבור לנקודה  𝑇ולכן,  .𝐴זווית של  סביב החוצה זה של זה הם השיקופים 

 ישר. ′𝑇𝐷𝐴-הוכחנו ש

הקוטב את  𝐷𝐴-נסמן ב ישר. 𝐴𝐺𝑇, אז  𝜔עם   𝐷𝑃את החיתוך של  𝐺-אם נסמן בכעת, 

מקביל לחוצה הזווית   𝐷𝐺- בל אנחנו גם יודעים ש, אישרה 𝐷𝐺𝐷𝐴  הזווית אז .𝜔הצפוני של 

,𝐴𝐺ולכן   דלתון 𝐴𝐺𝐼𝐷𝐴לכן  .𝐴𝐼-מאונך ל 𝐺𝐷𝐴ולכן  𝐴של  𝐴𝐷𝐴  סימטריים סביב החוצה

 וטטיה שמעבירה מעגל חסום למעגל חסום מבחוץ(ישר )מהומ  ′𝐴𝐷𝐴𝐷. אבל  𝐴זווית של 

 ישר. 𝐴𝐺𝑇-שקוף סביב החוצה זווית מתקיים , לאחר שיולכן

,𝑇𝑋𝐴שרים נשים לב, שהי .𝜔עם  𝐴𝐺את החיתוך השני של   𝑋-מן בנס 𝑇𝐷𝐴′  סימטריים

המרכז של , אנחנו יודעים ש4משאלה בנוסף,   דלתון. 𝑇𝑋𝐼𝐷-לכן, נקבל ש .𝑇𝐼𝑀𝐵𝐶סביב 

א ן, המרכז הו . ולכ𝑇𝐼, שהוא ממש 𝑋𝐷ך האמצעי של על האנ 𝑋𝐷𝑀החוסם של המעגל  

  מעגל. 𝑅𝑄𝑀𝐷𝑋לומר,  , כ𝑂ממש 

במקום זה, נוכל   .𝑇-עובר ב 𝐴𝐻𝐼,𝑀𝑅𝑄ציר הרדיקלי של המעגלים הכעת, נרצה להוכיח ש

,𝐻-להסתכל על כל מעגל שעובר ב 𝐼 ח , נוכירדיקליים(, ולכן ראות זאת מצירים )קל ל

 וכך נסיים. 𝑋𝑇על הישר נחתכים  𝑋𝐼𝐻,𝑀𝑅𝑄שהמעגלים  

 .𝑋𝐼𝐻ובמעגל   𝑇𝑋,𝑀𝐻בישרים  נתבונן 



 ונחשבן:  𝑈נניח לרגע ששלושתם אכן נחתכים בנקודה, נסמן אותה  

∠𝑋𝑈𝐻 = ∠𝑋𝐼𝐻 =
1

2
∠𝐷𝐼𝑋 = ∠𝐵𝐷𝑋 = ∠𝑋𝑈𝑀 

. כלומר מספיק  𝑀𝑅𝑄𝐷נפגשים על המעגל  𝐴𝑋-ו 𝑀𝐻- השאלה שקולה לכך שכלומר 

𝐷𝑋𝑇∠-להראות ש = ∠𝐻𝑀𝐷נזכור ש .-𝑇𝐷 = 𝑇𝑋 וש -𝑇𝐷  עובר בנקודה𝐴′ כך ש -

𝐵𝐶𝐴𝐴′  טרפז ולכן 

∠𝐷𝑋𝑇 = 90∘ −
1

2
∠𝑋𝑇𝐷 = 90∘ −

1

2
∠𝐴𝑇𝐴′ = 90∘ −

1

2
(𝛽 − 𝛾) =

𝛼

2
+ 𝛾 

זו זווית בין חוצה הזווית לצלע ולכן היא שווה   𝐻𝑀𝐷∠אבל 
𝛼

2
+ 𝛾 . 

 

 

 


