
 צ'בה מנלאוס 
 

,BC. הוכיחו צ'בה זוויתי: על הצלעות 1 AC, AB   של המשולשABC 

,Dנבחרו נקודות  E, F  בהתאמה. הוכיחו כיAD, BE, CF  נפגשים בנקודה
 אם ורק אם

sin∢BAD

sin∢DAC 
⋅

sin∢ACF

sin∢FCB
⋅

sin∢CBE

sin∢EBA
= 1 

 כאשר הזוויות הן זוויות מכוונות.

 

,AD-עים שממשפט צ'בה אנחנו יוד פתרון:  BE, CF  נפגשים בנקודה אם
 ואק אם

AF

FB
⋅

BD

DC
⋅

CE

EA
= 1 

 אי על הסינוסים.לתנשנאי זה שקול אנחנו נוכיח 

, ההכללה צטרך להשתמש בהכללה של משפט חוצה זוויתלשם כך נ

 :מתקיים BCהצלע על  Pאומרת כי עבור כל נקודה 

BP

CP
=

AB ⋅ sin ∢BAP

AC ⋅ sin ∢PAC
 

 - מכיוון ש ה נכוןקל לראות שז

BP

CP
=

SABP

SACP
 

SABP -ו = AB ⋅ AP ⋅ sin ∢BAP ,SACP = AC ⋅ AP ⋅ sin ∢CAP 

AP ההכלה של משפט חוצה זווית.מקבלים את מצטמצם ו 

,Dבהכללה עבור הנקודות עכשיו נשתמש  E, F על הצלעות ונקבל ש- 

AF

FB
⋅

BD

DC
⋅

CE

EA
=

CA ⋅ sin ∢ACF

BC ⋅ sin ∢FCB
⋅

AB ⋅ sin ∢BAD

AC ⋅ sin ∢DAC
⋅

CB ⋅ sin ∢CBE

BA ⋅ sin ∢EBA

=
sin∢BAD

sin∢DAC 
⋅

sin∢ACF

sin∢FCB
⋅

sin∢CBE

sin∢EBA
 

,Dהערה: שימו לב שבניסוח הזה   E, F .לא חייבות להיות על הצלעות 



,BC. על הצלעות 2 AC, AB   של המשולשABC  נבחרו נקודותD, E, F  

,D-בהתאמה כך ש E, F כיחו כי  על ישר. הו 

AB

BF
⋅

FD

ED
⋅

DB

BC
⋅

CE

EA
= 1 

 

 - אומר ש CBDוהישר  AEFמשולש  על משפט מנלאוס  פתרון: 

AB

BF
⋅

FD

DE
⋅

EC

CA
= −1 

 -אומר ש AECוהישר  BDFמשולש  על משפט מנלאוס 

BA

AF
⋅

FE

ED
⋅

DC

CB
= −1 

 -אומר ש AFBוהישר  CDEמשולש  על משפט מנלאוס 

DB

BC
⋅

CA

AE
⋅

EF

FD
= −1 

 -אומר ש CBDוהישר  AEFמשולש  על משפט מנלאוס 

AF

FB
⋅

BD

DC
⋅

CE

EA
= −1 

 - נכפיל את ארבעת המשוואות ונקבל ש

AB

BF
⋅

FD

DE
⋅

EC

CA
⋅

BA

AF
⋅

FE

ED
⋅

DC

CB
⋅

DB

BC
⋅

CA

AE
⋅

EF

FD
⋅

AF

FB
⋅

BD

DC
⋅

CE

EA
= 1 

 - יבלנו שוק

(
AB

BF
⋅

FD

ED
⋅

DB

BC
⋅

CE

EA
)

2

= 1 

 

 

 

 

 



 A∡ועקב חוצה הזווית   Dיסומן   A-, עקב הגובה מABC. נתון משולש 3

,ABחותך את הצלעות  ADE. המעגל החוסם של Eיסומן   AC  בנקודות

P, Q  בהתאמה. הוכיחו כיCP, BQ, AD .נחתכים בנקודה 

 

 - אנחנו רוצים להוכיח ש פתרון: 

AP

PB
⋅

BD

DC
⋅

CQ

QA
= 1 

BP -אנו יודעים שביחס למעגל  Bמדרגת הנקודה של  ⋅ BA = BD ⋅ BE 

BP - או במילים אחרות ש =
BD⋅BE

BA
 

CQ -ו יודעים שביחס למעגל אנ C מהדרגה שלבנוסף  ⋅ CA = CE ⋅ CD 

CQ - או במילים אחרות ש =
CE⋅CD

CA
 

 -ב CQ- ו BP נציב את

AP

PB
⋅

BD

DC
⋅

CQ

QA
 

  -ונקבל ש

AP

PB
⋅

BD

DC
⋅

CQ

QA
=

AP

BD ⋅ BE
𝐴𝐵

⋅
BD

DC
⋅

CE ⋅ DC
CA
QA

=
AP

QA
⋅

CE

BE
⋅

AB

CA
 

חוצה זווית ולכן   AE-כר שעכשיו נז
CE

BE
=

CA

AB
 -ולכן בעצם קיבלנו ש 

AP

PB
⋅

BD

DC
⋅

CQ

QA
=

AP

QA
 

AP  -כלומר כל מה שצריך להוכיח זה ש = QA . 



זאת מפני שיש להם חופפים,  AQF-ו APEמכך שהמשולשים זה נובע 

- ו APE∢חוצה זווית והזוויות  AEות כי וש A-הזוויות בצלע משותפת, 

∢AQE הן זוויות היקפיות במעגל הנשענות על ישרות, מכיוון שAE 
 גדרה.נשענת עליו והיא ישרה מהה ADE∢שהוא הקוטר כי הזווית 

 

,AX. החיתוכים של Xנבחרה נקודה  ABC. בתוך משולש 4 BX, CX  עם

BC, AC, AB   יסומנוD, E, F .ם של החיתוכי בהתאמהDE, DF  עם ישר

,Pומנו סי BC- ומקביל ל A-העובר ב Q  הוכיחו כי .A  היא אמצעPQ. 

 

 - צ'בה אומר לנו ש פתרון: 

AF

FB
⋅

BD

DC
⋅

CE

EA
= 1 

 דומים ולכן  APF- ו BDFבנוסף נשים לב שהמשולשים 

AF

BF
=

AP

BD
 

 -נקבל ש CDEעם  AQEומדמיון של  



AE

CE
=

AQ

CD
 

 את צ'בה ונקבל:שמתקבלות מדמיון במשוונציב את שתי המשוואות 

1 =
AF

FB
⋅

BD

DC
⋅

CE

EA
=

AP

DB
⋅

BD

DC
⋅

CD

QA
=

AP

QA
 

APולכן  = QA .וזה מה שרצינו 

 

 

 

 

, על צלעות המשולש כלפי חוץ נבנו שלושה  ABC. נתון משולש 5

,ABFמשולשים  BCD, ACE כך ש- ∡CBD = ABF, ∡BAF = ∡CAE 

ACE∡-ו = ∡BCD  הוכיחו כי .AD, BE, CF .נחתכים בנקודה 

 

 - בברור שקול לצ'בה זוויתי הוא שניסוח ש פתרון: 

 
SABD

SADC
⋅

SACF

SCFB
⋅

SBCE

SABE
= 1 



 וזה מה שנרצה להוכיח.

,BAC∢נסמן את הזוויות  ∢CBA, ∢ACB ב-  𝛼, 𝛽, 𝛾 ואתה בהתאמה ,

,BAF∢הזוויות   ∢ABF, ∢ACE ב- 𝛿, 𝜖, 𝜃 .בהתאמה 

 -נשים לב ש

SABD

SADC
=

AB ⋅ BD ⋅ sin∢ABD

AC ⋅ CD ⋅ sin ∢ACD
=

AB

AC
⋅

sin θ

sin ϵ
⋅

sin(β + ϵ)

sin(γ + θ)
 

 - באופן דומה נקבל ש

SACF

SCFB
=

AC

BC
⋅

sin ϵ

sin δ
⋅

sin(α + δ)

sin(β + ϵ)
 

 -ו

SBCE

SABE
=

BC

AB
⋅

sin δ

sin θ
⋅

sin(γ + ϵ)

sin(α + δ)
 

 , כמו שרצינו.1נכפיל את שלושת הביטויים, הכל יצטמצם ונקבל 

 

 



היא מרכז  O- לש ובהים של המשוהוא מפגש הג ABC ,H. נתון משולש 6

,Dהמעגל החוסם של המשולש. הוכיחו כי ניתן למצוא נקודות  E, F  על

BC, AC, AB בהתאמה, כך ש-OD + HD = OE + HE = OF + HF 

,ADוהישרים  BE, CF .נחתכים 

,AHך של ות החיתונקודנסמן את  פתרון:  BH, CH  עם המעגל החוסם של

ABC ב-P, Q, R  בהתאמה. כידועP  ו-H סימטריות ביחס ל -BC  ולכן

HD = PD לפיכך אנו רואים כי .OD + HD  גדול או שווה מרדיוס המעגל

,Dנבחר את  .ABCהחוסם של  E, F  נגדיר כך שהמינימום יתקבל, כלומר

,OPאותן להיות החיתוכים של  OQ, OR  עםBC, AC, AB בהתאמה ,

OD התנאי + HD = OE + HE = OF + HF על כן בברור מתקיים ו

,AD -נותר להוכיח ש BE, CF .נחתכים 

 שם כך נרצה להבין את היחסל
BD

DC
 BPD∢נבין את הזוויות  זהעל מנת . 

 :. נשים לב כיDPC∢-ו

∢DPC = ∢OPC = ∢OCP = 180o − ∢POC = 180o − 2∢PAC

= 180o − 2(90o − ∢ACB) = ∢ACB 

APC∢סף  בנוו = ∢ABC  ולכן∢BPD = ∢APC = ∢ABC. 

בל כי נקלפיכך 
BD

DC
=

sin ∢ABC

sin ∢ACB
  -אופן דומה נקבל שוב 

CE

EA
=

sin ∢ACB

sin ∢CAB
 

-ו
AF

FB
=

sin ∢BAC

sin ∢ABC
ולכן   

BD

DC
⋅

CE

EA
⋅

AF

FB
=

sin ∢ABC

sin ∢ACB
⋅

sin ∢ACB

sin ∢CAB
⋅

sin ∢BAC

sin ∢ABC
= 1 



חסום ריבוע, כך ששני מקודקודיו נמצאים על הצלע  ABCש . במשול7

BC קודקוד אחד על ,AC  וקודקוד אחד עלABע יסומן  הריבו . מרכזA1 .

,B1באופן דומה נגדיר את  C1.   הוכיחו כיAA1, BB1, CC1  נפגשים
 בנקודה.

 

,Dסומנו  י BCהנמצאים על  A1-ם מרכז בקודקודי הריבוע ע ון: פתר  E ,
החיתוך  תונקוד. Y, יסומן AC, והקודקוד על Xיסומן   ABוד על הקודק

,XY םע AA1של  BC   יסומנוP, Q  .בהתאמה 

יחס נחשב את ה
BQ

QC
: 

𝐵𝑄

𝑄𝐶
=

𝑌𝑃

𝑃𝑋
=

𝑆𝐴𝑌𝐴1

𝑆𝐴𝑋𝐴1

=
𝐴𝑌⋅𝑌𝐴1⋅sin ∢AYA1

𝐴𝑋⋅𝑋𝐴1⋅sin ∢AXA1
=

𝐴𝑌⋅sin (∢AYX+45o)

𝐴𝑋⋅sin (∢AXY+45o)
=

𝐴𝐵⋅sin (∢ABC+45o)

𝐴𝐶⋅sin (∢ACB+45o)
  

הריבועים האחרים וברור אופן דומה נקבל ביטויים דומים עבור שלושת ב
 , מה שיסיים מצ'בה.1כי מכפלת שלושת הביטוי תצא 

 

 

 



גבהים. על הוא מפגש ה H-ו BCזה אמצע הצלע  ABC ,M. נתון משולש 8

,ABהצלעות  AC  נבחרו נקודותD, E בהתאמה כך ש-AD = AE 

,D-ו H, E   על ישר. הוכיחו כיHM של המעגלים  מאונך לציר הרדיקלי

 .ADE- ו ABCשל  החוסמים

 

 ABCשל  על המעגל החוסם A-הנקודה הנגדית לנסמן את  : ראשון   פתרון 

 .Q-ב ADEעל המעגל החוסם של  A-את הנקודה הנגדית לו P-ב

אבל ישר  ADE- ו ABCל מקביל לישר המרכזים ש MH- ביקשו להוכיח ש

 .PQ- מקביל ל MH-מספיק להוכיח שולכן  PQ-המרכזים בברור מקביל ל

 ,CPוכך גם  AC-מאונך ל BH-מקבילית, זאת מפני ש BHCP-לב ש נשים
 זו מקבילית.ולכן  CH-למקביל  BPובאותו אופן   CP-מקביל ל BH כן על

 ,BCחוצה את  PHכידוע במקבילית אלכסונים חוצים זה את זה ולכן 
 PM-השאלה מספיק להוכיח שולכן בשביל לסיים את  M- כלומר עובר ב

  .Q-עובר ב

AD = AE  ולכןAQ  זה חוצה הזווית∢BAC נסמן את נקודת החיתוך ,

  .S-ב ABCמעגל החוסם של שלו עם ה



,P- , נרצה להוכיח שAOSבמנלאוס עבור המשולש  נשתמש  Q, M  ,על ישר
 - כלומר ש

SQ

QA
⋅

AP

PO
⋅

OM

MS
= −1 

  -ברור ש
AP

PO
=  - ולכן צריך להוכיח ש 2−

SQ

QA
=

MS

2MO
 

 

נחשב את 
SQ

QA
:  

SQ

QA
=

SA

QA
− נובע  ABSממשפט הסינוסים במשולש , 1

SA -ש = 2Rsin (β +
α

2
,𝛼- ו ABCשל המעגל זה רדיוס  Rכאשר   ( 𝛽 

,BAC∢מסמנות את  ∢ABC תאמה. בה 

QA -נובע ש ADEבנוסף ממשפט הסינוסים במשולש   =
AD

sin ∢AED
 

 -נובע ש AHDשולש  ואילו ממשפט הסינוסים במ
𝐴𝐷

sin ∢AHD
=

𝐴𝐻

sin ∢ADH
 

AED∢ -נשים לב ש = ∢ADH = 90o −
𝛼

2
, ∢AHD = β +

α

2
 

 ולכן

QA =
AH ⋅ sin (β +

α
2

)

sin (90o −
α
2) ⋅ sin(90o −

α
2

)
=

AH ⋅ sin (β +
α
2

)

cos2 α
2

 

 ונקבל:נציב את הכל 

SQ

QA
=

2Rsin(β +
α
2

)

AH ⋅ sin (β +
α
2

)

cos2 α
2

− 1 =
2Rcos

α
2

 

AH
− 1 

 

 

 



AH-כל זברה יודעת ש = 2MO ,:נזכיר את אחת ההוכחות לטענה זו 

, כי הוא  BC-מאונך ל BX-. נשים לב שAHBXלמקבילית  AHBנשלים את 

. לפיכך קיבלנו כי BH-, כי הוא מקביל לAC-מאונך ל AX-, וAH-קביל למ

A, B וטרו  נמצאות על מעגל שקCX מרכזו כמובן בו-O כי ,O   זה מרכז

ABC מכל זאת נובע כי .O  הוא אמצעCD מצד שני ,M  מוגדר להיות

  ולכן הוא BXCהוא קטע אמצעים במשולש  OMולכן  BCהאמצע של 

2MOומר כלתו יווה למחצש = AH. 

 

 

 - קיבלנו שאנו רוצים להוכיח ש

2R ⋅ cos2 α
2

− 2MO

2MO
=

MS

2MO
 

 -כלומר מספיק להוכיח ש

R ⋅ cos2
α

2
− MO =

R − MO

2
 

 -ולכן מספיק להוכיח ש

R (2cos2
α

2
− 1) = MO 

90oשווה    B-רה והזווית ביש M-בהזווית  MOBבמשולש   אבל − α 

 ולכן 



MO

R
= sin(90o − α) = cos α 

 -ולכן מספיק להוכיח ש

2 cos2
α

2
− 1 = cosα 

 שזה נכון.

 

, באופן ספציפי ת ספיראליותפתרון זה משתמש בהעתקו  פתרון שני:
, למת העתקה הספירלית: כאשר יש שני מעגלים בלמה החשובה

העתקה ספירלית עם מרכז בנקודת חיתוך הנחתכים בשני נקודות יש 
שהיא בעצם הטלה מהמעגל הראשון למעגל השני דרך נקודת  אחת

 .ההחיתוך השניי

על המעגל  A-עובר בנקודה הנגדית ל MHהראשון   פתרון כפי שהסברנו ב

עם  MHאם נסמן את נקודת החיתוך השנייה של ולכן  ABCסם של החו

 R-, כלומר שישרה ARH∢הזווית נקבל ש R-ב ABCהמעגל החוסם של 
,B-כמובן שגם עקבי הגבהים מ .AHרו  המעגל שקוטנמצאת על  C שנסמן ,

,Iאותם  J נמצאים על המעגל שקוטרו בהתאמה ,AH. ת לפיכך לפי למ

המעבירה  R-הספירלית נקבל שיש העתקה ספירלית עם מרכז בהעתקה 

,RICכלומר המשולשים  .B-ל Jואת  C-ל Iאת  RJB דומים. 

,IHCבנוסף ברור שהמשולשים  JHB מכיוון שהזוויות ב דומים -I וב -J 

 C-וב  B- ישרות והזוויות ב
שוות מכיוון ששתיהן 
משלימות את הזווית 

∢BAC 90-לo. 

 

 

 

 

 

 

 



HEI∢לשוויון הזוויות נשים לב  = ∢HDJמעות השוויות הזה , מש

,Dשהנקודות נו היא עבור E תאימות במשולשים הדומים הן נקודות מ

IHC, JHB  כלומרE, D  מחלקות אתIC, BJ  באותו יחס ולכן הן נקודות

,RICמתאימות גם בזוג המשולשים הדומים  RJB .כך אנו מקבלים כי לפי

,RECגם המשולשים  RDB למת העתקה הטענה ההפוכה לדומים ולכן מ

הוא הציר  ARולכן  ADEנמצאת על המעגל  Rנקבל כי ספירלית ה

רנו בתחילת הפתרון הוא מאונך לפי מה שאמו ABC- ו ADEהרדיקלי של 

 .MH-ל

 

של משולש הוא ישר העובר במפגש הגבהים, מפגש  . ישר אוילר9
 התיכונים ומרכז המעגל החוסם של המשולש. 

חו כי . הוכיIמן  , מרכז המעגל החסום במשולש יסוABCנתון משולש 

,ABCישרי אוילר של המשולשים  AIB, AIC, BIC .נפגשים בנקודה 

 

מחלק את ישר אוילר של  AICזה יחס ישר אוילר של  באי נחשבפתרון: 

ABC . 

זה   AC ,Sאמצע הצלע  ABC ,Dמרכז המעגל החוסם של  Oסימונים: 

-מפגש התיכונים ב ′ABC ,M-מפגש התיכונים ב AC ,Mאמצע הקשת 

AIC ,X  של ישרי אוילר של חיתוךABC ו -ABI. 

, זה משפט התלתן )למי שלא מכיר זה תרגיל Sזה  AICמרכז המעגל של 

 .′SMזה   AICוויות(. מכך נובע שישר אוילר של בחשבון ז נחמד 

 . MOמחלק את  ′SMהמתרה שלנו היא לחשב באיזה יחס  

ם . נשי′SMוהישר  OMDלשם כך נשתמש במשפט מנלאוס על המשולש  

, ממשפט  Yנסמן  MDעם  ′SMואת החיתוך של  ODמצא על נ S-לב ש
 -לאוס אנחנו מקבלים שמנ

OS

SD
⋅

DY

YM
⋅

MX

XO
= −1 

אנחנו די מבינים את נשים לב ש
OS

SD
ולכן המטרה שלנו תהיה למצוא את  

DY

YM
 BIDבשביל זה שוב נשתמש במשפט מנלאוס אבל הפעם על משולש . 



שהוא גם  DMעל  Y-ו IDעל  ′BI ,M נמצא על SM′:  Sושוב אותו הישר  

BDבל ש. לכן ממנלאוס נק- 

BS

SI
⋅

IM′

M′D
⋅

DY

YB
= −1 

אבל 
IM′

M′D
= ולכן   2

DY

YB
=

SI

2SB
. 

לפני שנמשיך נעביר את היחס 
BY

YD
-ל 

MY

YD
.  

BY

YD
=

BM + MY

YD
=

2MD + MY

YD
=

2(YD + MY) + MY

YD
=

3MY

YD
+ 2 

-נשתמש ב
DY

YB
=

SI

2SB
 -נקבל שו 

MY

YD
=

BY

3YD
−

2

3
=

2SB

3SI
−

2

3
=

2

3SI
⋅ (SB − SI) =

2BI

3SI
 

 -סך הכל אנחנו מקבלים ש

OX

XM
=

DS

OS
⋅

MY

YD
=

2𝐷𝑆 ⋅ 𝐵𝐼

3𝑂𝑆 ⋅ 𝑆𝐼
 

ואת רדיוס המעגל  R-ב ABCנסמן את רדיוס של המעגל החוסם את 

SI-. נזכר גם ש𝑟-ב ABC-החסום ב = SA ( ולכן )זה שוב תלתן 



DS

SI
=

DS

SA
= sin∡CAS = sin (

∡CBA

2
) 

BI -ש בנוסף נשים לב =
𝑟

sin(
∡CBA

2
)

 

 סך הכל מקבלים:

OX

XM
=

2DS ⋅ BI

3OS ⋅ SI
=

2

3
⋅

𝑟

sin (
∡CBA

2 )
⋅ sin (

∡CBA

2
) ⋅

1

R
=

2𝑟

3R
 

 אבל
2𝑟

3R
ולכן מאותו   ABCאלה רק במשולש   ACIלא תלוי במשולש  

ביחס של   MOמחלק את ישר  ABIשישר אוילר של  דיוק נקבל חישוב ב
2𝑟

3R
ולכן ארבעת ישרי אוילר נחתכים  BCIגם הוא, וכך גם ישר אוילר של   

 בנקודה וניצחנו!

 


