
 אלגברה 
 

𝑥2 םפתרו ברציונליי. 1 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 50. 

𝑥אין פתרונות, נרשום  פתרון: =
𝑎

𝑛
, 𝑦 =

𝑏

𝑛
𝑎2נקבל   + 𝑎𝑏 + 𝑏2 = 50𝑛2 נשים ,

,𝑎לב שאם  𝑏  זוגיים אז אפשר לחלק אותם ואת𝑛 ולקבל פתרון קטן יותר, אז  2-ב

 , אבל אז 𝑏 נניח שזה  ת הכלליותזוגי, בלי הגבל-אחד מהם אי

𝑎2 + 𝑎𝑏 ≡2 𝑎2 + 𝑎 ≡2 𝑎 + 𝑎 ≡2 0 

𝑎2ואם ככה   + 𝑎𝑏 + 𝑏2 זוגי בסתירה. -אי 

 

:𝑓. מצאו את כל הפונקציות 2 ℝ>0 → ℝ>0 שלכל  כך𝑥, 𝑦  ממשיים חיוביים
 מתקיים:

𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) = 2𝑓(𝑥 + 𝑦𝑓(𝑥)) ∀𝑥, 𝑦 > 0 

 

𝑓(𝑥)  :תשובה = 2. 

 ציה היחידה. , נוכיח שזו הפונקקל לבדוק שזה עובד פתרון: 

𝑓(𝑥)נניח  < 𝑥-חיובי כך ש 𝑦, אז אפשר למצוא   1 + 𝑦𝑓(𝑥) = 𝑦   :ואז נקבל 

𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) = 2𝑓(𝑦) ⇒ 𝑓(𝑥) = 1 

 בסתירה. 

𝑓(𝑥)נניח  <  :𝑦אז נקבל שלכל  2

𝑓(𝑥 + 𝑦𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑦) (
𝑓(𝑥)

2
) 

𝑓 (𝑥 + (𝑥 + 𝑦𝑓(𝑥))𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥 + 𝑦𝑓(𝑥)) (
𝑓(𝑥)

2
) = 𝑓(𝑦) (

𝑓(𝑥)

2
)

2

 

של משהו יכול להיות קטן כרצוננו, אבל אז  𝑓-וכך הלאה, ולכן מתישהו נקבל ש

𝑓(𝑥)-נקבל סתירה לכך ש ≥   תמיד. 1

𝑓(𝑥)קיבלנו ש  ≥  מונוטונית, אם ככה:  𝑓, בפרט 2

𝑓(𝑥 + 𝑦𝑓(𝑥)) =
1

2
𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑦 + 𝑥𝑓(𝑦)) ≥ 𝑓(2𝑥) 



𝑥אבל  + 𝑦𝑓(𝑥)  פר גדול מות כל מס יכול להי -𝑥 2-וקטן מ𝑥 ואז ,𝑓(2𝑥) ≥ 𝑓(𝑥 +

𝑦𝑓(𝑥)) ,ולכן הפונקציה קבועה בתחום הזה, אבל אם ככה הפונקציה קבועה תמיד ,

 .2וקל לראות שהיא חייבת להיות קבועה  

 

,𝑃 שני פולינומים. 1- שלם גדול מ 𝑛 יהי. 3 𝑄  אם לכל  בלוקים-מיד יקראו 

𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} הבאות  הסדרות שתי מתקיים ש 

𝑃(2015𝑖), 𝑃(2015𝑖 − 1), … , 𝑃(2015𝑖 − 2014) 

𝑄(2015𝑖), 𝑄(2015𝑖 − 1), … , 𝑄(2015𝑖 − 2014) 

 תמורות זו של זו.  הן

,𝑃הוכיחו כי קיימים שני פולינומים שונים א.  𝑄   ממעלה𝑛 +  שהם דמי בלוקים.  1

,𝑃קיימים שני פולינומים שונים לא הוכיחו כי ב.  𝑄   ממעלה𝑛  בלוקים.שהם דמי 

 

,2015𝑖למספרים  ון:פתר  2015𝑖 − 1, … , 2015𝑖 −  נקרא בלוקים.  2014

𝑃(𝑥)א. נבחר   = 𝑥(𝑥 − 2015)(𝑥 − 2 ⋅ 2015) ⋅ … ⋅ (𝑥 − 2015𝑛) 

𝑄(𝑥)-ו = 𝑃(𝑥 − 1). 

חילת כל בלוק ולכן שורשים בתיש  𝑃(𝑥)- שני הפולינומים האלו עובדים מכיוון של
דבר אבל הבלוק נראה אותו  כאשר נזיז אותו באחד נקבל פולינום שבפנים של
 . הפעם השורשים הם בסוף הבלוקים ולא בהתחלה

,𝑃 כי קיימים שני פולינומיםבשלילה ב. נניח  𝑄  ממעלה𝑛 דמי בלוקים  שהם
)כאן בבלוק  השלמים חד המספריםונשים לב כי עבור א  נתמקד בבלוק אחד .שוניםו

,2015𝑖אחד מהמספרים בבלוק הוא   שלם מספר 2015𝑖 − 1, … , 2015𝑖 − 2014 )

𝑃(𝑥1)-מתקיים ש > 𝑄(𝑥1) מתקיים  השלמים  באותו אופן עבור אחד המספריםו

𝑃(𝑥2) -גם הדבר ההפוך < 𝑄(𝑥2) .מת נקודה )לא בהכרח  קיימערך הביניים נקבל ש

𝑃(𝑥)  הך הבלוק עבורבתושלמה(  = 𝑄(𝑥) .ינום  ברור שהפול𝑃 − 𝑄   הוא ממעלה

𝑛  כל היותר ש לו ל ולכן ילכל היותר𝑛   שורשים ולכן בכל אחד מהבלוקים יש בדיוק

𝑃רו  ערך אחד עבו = 𝑄 . 

𝑃כעט נתבונן בפולינום  + 𝑄בוע. , המתרה שלנו היא להוכיח שהפולינום הזה ק 

מקבל בנקודות   𝑃-שאת הערך המקסימלי  𝑀-נסמן בים ובונן בבלוק מסונת

  . את הערך המינימלי 𝑚-השלמות בבלוק וב

𝑃וך הבלוק יש בדיוק נקודה אחת שבה ו שבתהוכחנ = 𝑄  נסמן אותה ,𝑥0,  בלי לכן

לפיכך נקבל   .𝑄-קטן מ 𝑃ואחריה   𝑄- ל מגדו 𝑃נקודה זו לפני הגבלת הכלליות נניח ש



כמובן מתנהג  𝑄  אחריה, 𝑚ואת  לפני נקודה השוויון 𝑀חייב לקבל את הערך  𝑃כי 
 הפוך. 

𝑃שערכו של  ברור, 𝑀ת מקבל א 𝑃 שבה התבונן בנקודנ + 𝑄   בנקודה זו הוא

𝑃לפחות כערכו של   + 𝑄  בנקודה שבה𝑃  מקבל את𝑚את מפני שכאשר , ז𝑃 בל  מק

 .𝑀מקבל לכל היותר את   𝑚 ,𝑄מקבל את  𝑃כאשר  ו 𝑚מקבל לפחות את   𝑀 ,𝑄את 

ו ערככך ש 𝑥0והשנייה אחרי  𝑥0לפני  כך שהראשונה  נקודות ם זוגקייכלומר 

𝑃-לש + 𝑄  כערכו של בנקודה הראשונה הוא לפחות𝑃 + 𝑄 ולכן  בנקודה השנייה

𝑃שבה הנגזרת של   בבלוק קיימת נקודה + 𝑄 חיובית-אי. 

הנקודה  הפעם  אבל 𝑄נו יכולים לעשות בדיוק את אותו הטיעון על שאנשים לב 

ולכן הפעם נקבל  𝑚מקבל את  𝑄הנקודה שבה  תהיה לפני  𝑀מקבל את   𝑄שבה 

𝑃בבלוק שבה הנגזרת של נקודה  + 𝑄 שלילית ולכן מערך הביניים נקבל נקודה  -אי

𝑃רת של בבלוק שבה הנגז + 𝑄 מתאפסת . 

𝑃הנגזרת של  קיבלנו ש + 𝑄 יש לנו  בלוקים אבל מתאפסת בכל אחד מה𝑛  בלוקים

𝑃והמעלה של הנגזרת של   + 𝑄  היא𝑛 − 𝑃גזרת של הנ ולכן 1 + 𝑄  זהותית  0היא

𝑃ולכן  + 𝑄 ועום קבלינפו  . 

,𝑃נזיז את  𝑄  כך שיתקיים שבקבוע-𝑃 + 𝑄 = 𝑃, כלומר  0 = −𝑄  כבר אמרנו .

,𝑃-לשבכל בלוק יש  𝑄  לזזה נקודת שוויון, כלומר אחרי הה -𝑃 יש שורש בכל בלוק 

בנקודות שלמות של כל בלוק   𝑃ליים של ובנוסף כמות הערכים החיוביים והשלי

 היא: 𝑃-וסחה להנולכן  מצע של כל בלוקנמצא בדיוק בא 𝑃הה ולכן השורש של ז

𝑃(𝑥) = 𝑘 ⋅ ∏(𝑥 +
2015 − 1

2
− 2015𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

ק מכל נקודה אחרת בבלו  𝑃השורשים של מ  רחוק יותר 1 נשאר לשים לב כי 

|𝑃(1)|, כלומר הראשון > |𝑃(𝑥)|   2לכל ≤ 𝑥 ≤ זו בברור סטירה לכך ו 2015

 דמי בלוקים.  𝑃−-ו 𝑃-ש

 

 

 

 

 

 

 

 



 יאומטריה ג 
 

,𝑀ישרה.  𝐴∠, הזווית 𝐴𝐵𝐶זווית ון משולש ישר תנ. 1 𝑁  הן אמצעי הצלעות

𝐵𝐶, 𝐴𝐵 ץ במשולש  בהתאמה. המעגל החסום מבחו𝐴𝐶𝑀  משיק לצלע𝐶𝑀   בנקודה

𝐷 צלע להמשך הו𝐴𝐶  בנקודה𝐸  הוכיחו כי הנקודות .𝐷, 𝐸, 𝑁 נמצאות על ישר 
 אחד. 

 

𝐴𝑀-. נשים לב ש𝐼-ב בחוץום מז המעגל החס את מרכ מןנס פתרון ראשון: = 𝐵𝑀 

. 𝐼הוא גם חוצה הזווית ולכן הוא עובר דרך   𝐴𝐵𝑀שהוא התיכון במשולש  𝑀𝑁ולכן 

𝑀𝑁 צעים בהוא קטע האמ-𝐴𝐵𝐶 ולכן הוא מקביל ל-𝐴𝐶בנוסף ברור ש , -𝐸𝐼  מאונך

 . מלבן 𝐴𝑁𝐼𝐸ולכן  𝐴𝑁- מקבל ל 𝐸𝐼ולכן  𝐴𝐶-ל

,𝐸-הוכיח שרוצים ל 𝐷, 𝑁 ננסה להבין את הכיוון של ישר זה.על ישר , 

 .𝐶𝐼- מאונך ל 𝑁𝐸ולכן מספיק להוכיח שגם   𝐷𝐸-מאונך ל 𝐶𝐼-ים לב שנש

 :בשביל זה נחשבן טיפה

 ∠𝑁𝐸𝐴 = ∠𝐸𝐴𝐼 =
1

2
∠𝐶𝐴𝑀 =

1

2
∠𝐴𝐶𝑀 =

1

2
(180 − ∠𝐸𝐶𝑀) = 90 − ∠𝐸𝐶𝐼 

 ים.שוקי שווה 𝐴𝑀𝐶-ך שלישי מכהשו השוויון הראשון נבע מהמלבן

 נותן את המאונכות שרצינו. וזה בדיוק  90𝑜-משלימות ל  𝐸𝐶𝐼∠-ו 𝐶𝐸𝑁∠-קיבלנו ש



,𝐷-. עכשיו נבחין ש𝑀𝑁על  𝐼-כמו בפתרון השני נשים לב ש פתרון שני: 𝐸, 𝑁  הם

שקול   על ישרם נמצאים ולכן להוכיח שה 𝐴𝐵𝐶המשולש  צלעות ל 𝐼- עקבי האנכים מ

 די שפוט:אבל זה חשבון זוויות  𝐴𝐵𝐶עגל החוסם של  על המנמצא  𝐼-וכיח שללה 

∠𝐶𝐵𝐼 = ∠𝑀𝐵𝐼 = ∠𝑀𝐴𝐼 = ∠𝐶𝐴𝐼 

 יש את המעגל וניצחנו! ולכן 

 

 -צריך להוכיח שנשתמש במשפט מנלאוס,  פתרון שלישי:

𝐴𝐸

𝐸𝐶
⋅

𝐶𝐷

𝐷𝐵
⋅

𝐵𝑁

𝑁𝐴
= −1 

𝐵𝑁אבל  = 𝑁𝐴 ו-𝐸𝐶 = 𝐶𝐷 להוכיח שיך עצם צרלכן ב-𝐴𝐸 = 𝐵𝐷. 

 . 𝐹-ב 𝐴𝑀ל החסום מבחוץ עם הישר ת ההשקה של המעגנסמן את נקוד

𝐴𝐸-כמובן ש = 𝐴𝐹  אבל𝐴𝐹 = 𝐴𝑀 + 𝑀𝐹 ו-𝐴𝑀 = 𝐵𝑀  ליתר במשולש כי תיכון

𝑀𝐷-ישר זווית ו = 𝑀𝐹   כי המשיקים באותה נקודה שווים ולכן קיבלנו 

𝐴𝐸-ש = 𝐵𝐷 !ניתחון . 

 

 



 

חותך את   שולשלמעגל החוסם של המ 𝐴דה  בנקו. המשיק 𝐴𝐵𝐶  משולש . נתון2

 . הקטע𝐷בנקודה   𝐵𝐶צלע את החותך  𝐴∠חוצה הזווית של . 𝑃ודה  בנק 𝐶- הגובה מ

𝑃𝐷   חותך את הצלע𝐴𝐵  בנקודה𝐾 מפגש הגבהים במשולש יסומן .𝐻 הוכיחו כי .

𝐾𝐻 ⊥ 𝐴𝐷. 

 

זה  ;𝐴𝐷-ל למקבי 𝐵𝐻𝐶∠של  זוויתצה ה , חויבהמגננשים לעובדה  פתרון ראשון:

 𝐵𝐻𝐶∠היא עקב חוצה הזווית של  𝑋-פשוט. נגיד ששבון זוויות יחסית נובע מח
 ונחשבן

 ∠𝐵𝑋𝐻 = ∠𝑋𝐶𝐻 + ∠𝑋𝐻𝐶 = 90𝑜 − ∠𝐶𝐵𝐴 +
1

2
∠𝐵𝐻𝐶 =  900 −

−∠𝐴𝐵𝐶 +
1

2
(1800 − ∠𝐵𝐴𝐶) = 180𝑜 − ∠𝐴𝐵𝐶 − −

1

2
∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐴𝐶𝐵 +

+
1

2
∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐴𝐷𝐵 



 .𝐴𝐷||𝐻𝑋-שוהוכחנו 

 𝐻𝑋-ולכן מספיק לנו להוכיח ש 𝐾𝐻-מואנך ל 𝐴𝐷-המתרה בשאלה היא להוכיח ש

הוא חוצה   𝐾𝐻-וצה הזווית ולכן מספיק להוכיח שא חהו 𝐻𝑋אבל  𝐾𝐻- מואנך ל

 .𝐵𝐻𝐶∠הזווית החיצוני של  

ס ת היחין אלהב  נסהונ 𝐸-ב 𝐶-בשביל זה נסמן את עקב הגובה מ
𝐸𝐾

𝐾𝐵
. 

 -ונקבל ש 𝑃𝐾𝐷והישר  𝐵𝐶𝐸ל המשולש  תמש במשפט מנלאוס עשנ

𝐸𝐾

𝐵𝐾
⋅

𝐵𝐷

𝐷𝐶
⋅

𝐶𝑃

𝑃𝐸
= −1 

 -ת שאו במילים אחרו

𝐸𝐾

𝐵𝐾
=

𝐶𝐷

𝐵𝐷
⋅

𝑃𝐸

𝐶𝑃
 

 -לפי תוכנת חוצה זווית אנחנו יודעים ש

𝐶𝐷

𝐵𝐷
=

𝐶𝐴

𝐵𝐴
 

 -חנו יודעים שת אנוכללית המוצה זווולפי תכונת ח 

𝑃𝐸

𝐶𝑃
=

𝐴𝐸

𝐴𝐶
⋅

sin ∠𝑃𝐴𝐸

sin ∠𝑃𝐴𝐶
 

 𝐵𝐶הצלע על  𝑋  עבור כל נקודהתזכורת: תכונת חוצה הזווית המוכללת אומרת ש

 -מתקיים ש 𝐴𝐵𝐶של משולש 



𝐵𝑋

𝐶𝑋
=

𝐴𝐵

𝐴𝐶
⋅

sin ∠𝐵𝐴𝑋

sin ∠𝑋𝐴𝐶
 

, 𝐴𝐶𝑋-ו 𝐴𝐵𝑋 יםולשבמש פתי סינוסיםשמשל רכבה היא הו ז  ההוכחה של תכונה

. נשאיר להשלים את הפרטים  מצטמצם ומקבלים את התכונה 𝑋-סינוס של הזווית ב
 לקורא. 

ודה הייתה על המשך רסה חיצונית של תכונה זו כאשר הנקשנו בגה השתמבשאל
 הצלע. 

 חזרה לשאלה: 

  
𝐸𝐾

𝐵𝐾
=

𝐶𝐷

𝐵𝐷
⋅

𝑃𝐸

𝐶𝑃
=

𝐶𝐴

𝐵𝐴
⋅

𝐴𝐸

𝐴𝐶
⋅

sin ∠𝑃𝐴𝐸

sin ∠𝑃𝐴𝐶
=

CD

BD
⋅

sin ∠ACB

sin ∠ABC
⋅

AE

AC
=

=
CA

sin ∠ABC
⋅

sin ∠ACB

AB
⋅

AE

AC
=

AE

AC
=

= sin ∠ACE = sin ∠ABH =
HE

BH
 

sinהשוויון   ∠ACE = sin ∠ABH  נכון מכיוון ששתי הזוויות משלימות את הזוויות

∠BAC 90-לo . 

-שחנו הכל הוכ  ךס
EK

BK
=

HE

BH
החוצה זווית החיצוני  הוא   KH-כלומר בדיוק הוכחנו ש 

 . וזה בדיוק מה שרצינו BHC∠של 

 

 𝐴𝐾- מואנך ל 𝑀𝐻-ים לב שנש. 𝐶𝐸-ו  𝐴𝐷החיתוך של  נקודת 𝑀תהיה  פתרון שני:

מר לוכ 𝐴𝐾𝑀הוא מפגש הגבהים של  𝐻-ולכן בעצם השאלה שקולה ללהוכיח ש

ובשביל  𝐵𝐶-מקביל ל 𝐾𝑀-ילים אחרות שאו במ 𝐾𝑀-מונך ל 𝐴𝐻- ש חיהוכפיק ל מס
 קצת. זה נצטרך לעבוד 

 -נרצה להוכיח ש
𝑃𝐾

𝐾𝐷
=

𝑃𝑀

𝑀𝐶
 . 

  -כונת חוצה הזווית המוכללת נובע שתמ

𝑃𝐾

𝐾𝐷
=

𝑃𝐴 ⋅ sin ∠𝑃𝐴𝐾

𝐴𝐷 ⋅ sin ∠𝐾𝐴𝐷
=

𝑃𝐴 ⋅ sin ∠𝐶

𝐴𝐷 ⋅ sin
1
2

∠𝐴
 

 -לנעבור 
𝑃𝑀

𝑀𝐶
 -ב נשתמש בתכונת חוצה הזווית המוכללת ונקבל שוש. 

𝑃𝑀

𝑀𝐶
=

𝑃𝐴 ⋅ sin ∠𝑃𝐴𝑀

𝐴𝐶 ⋅ sin ∠𝐶𝐴𝑀
=

𝑃𝐴

𝐴𝐶
⋅

sin (∠𝐶 +
1
2

∠𝐴)

sin
1
2

∠𝐴
 



 -קיבלנו שמספיק להוכיח ש

sin ∠𝐶

𝐴𝐷
=

sin (∠𝐶 +
1
2

∠𝐴)

𝐴𝐶
 

 חון!. ניצ𝐴𝐷𝐶-סים בפט הסינושמאבל זה פשוט 

 

 

, אחד הדברים שערך זה אומר הוא  זה מתבסס על ערך השוויוןפתרון  :שלישי פתרון  
 .שישר ומעגל נחתכים פעמיים

לנו מספר ישרים שחותכים את המעגל החוסם של המשולש רק פעם  יש שאלהב
 שרים אלו.סיף את נקודות החיתוך השניות של יאחת ולכן נרצה להו

להיות החיתוך של  𝐺עם המעגל החוסם ואת  𝐴𝐷להיות החיתוך של  𝑆את יר נגד

𝐶𝐻   .עם המעגל החוסם 

עם  𝐴𝐴שלושת החיתוכים: ש ונקבל 𝐴𝐴𝐺𝐵𝑆𝐶ע על המרובמשפט פסקל נשתמש ב

𝐶𝐺   שזה כמובן𝑃 ,𝐴𝑆  עם𝐵𝐶  שזו הנקודה𝐷 ו-𝐴𝐵  עם𝐺𝑆 .נמצאות על ישר אחד ,

 . 𝐺𝑆נמצאת על  𝐾ולכן  𝐾זו הנקודה   𝐴𝐵עם  𝑃𝐷בל החיתוך של א

ביחס  𝐻הוא השיקוף של  𝐺-כולנו יודעים ש. 𝐾𝐻הבין את הכיוון של עכשיו נוכל ל 

והיא  𝐴𝐾𝐺∠שאנחנו כל כך רוצים להבין שווה לזווית   𝐴𝐾𝐻∠הזווית כן ול 𝐴𝐵-ל



אנחנו  . כלומר 𝐵𝑆-ו 𝐴𝐺ות ות על הקשתנעבתורה שווה לסכום הזוויות הנש
 -ם שבלימק

∠AKH = ∠ACG + ∠BAS = 90o − ∠BAC +
1

2
∠BAC = 90o −

1

2
∠BAC 

 אבל זה בדיוק מה שרצינו להוכיח. 

ים על חיתוך לעשות ערך שוויון אחר. בשאלה מדברשר אפ  רעיון לפתרון רביעי:

עם  𝐴- ב יקמשולכן הגיוני להוסיף גם את החיתוך של ה 𝐶-עם הגובה מ 𝐴- המשיק ב

 𝐾- ובאופן דומה ל 𝑄-בסמן נקודה זו , נ𝐵- ה מהגוב 

 . 𝐴𝐶עם  𝐷𝑄להיות החיתוך של  𝐿נגדיר את 

 

,𝐵על  אפוס מפ 𝐷, 𝐶 ו-𝑃, 𝐴, 𝑄 מקבלים ש-𝐾, 𝐻, 𝐿 

 𝐿-עכשיו ברור שבעצם מבקשים להוכיח שישר. 

 . 𝐴חוצה הזווית של ל סימטריות ביחס 𝐾-ו

 : חסום 𝐵𝐶𝑄𝑃חין שהמרובע קל להב

∠𝑄𝐵𝐶 = 90𝑜 − ∠𝐴𝐶𝐵 = 90𝑜 − ∠𝑃𝐴𝐵

= ∠𝐴𝑃𝐶 = ∠𝑄𝑃𝐶 

 . קצר ומפה אפשר לסיים עם קצת חשבון זוויות



קודות . נ𝐵𝐶-המקביל ל 𝑙נתון ישר  .𝐵𝐶היא אמצע  𝑀-ו 𝐴𝐵𝐶. נתון משולש  3

,𝐴𝐵עם הצלעות  𝑙החיתוך של  𝐴𝐶  יסומנו𝐷, 𝐸   .בהתאמה𝑂   הוא מרכז המעגל

 𝐸𝐹𝐵-ו 𝐷𝐹𝐶. המעגלים החוסמים של 𝑙על  𝑂זו ההטלה של  𝐹-ו 𝐴𝐵𝐶החוסם של 

. 𝐴𝐵𝐶-ביחס ל 𝑃-קודה הצמודה איזוגונלית להנ ′𝑃תהיה   .𝑃חתכים שנין בנקודה נ

,𝐴הוכיחו כי  𝑂, 𝑀, 𝑃′  .נמצאות על מעגל אחד 

 

שאנחנו מה יקרה למעגל . 𝐶-ל 𝐵בין שמחליף  𝐴-אינוורסקישוף ב עשהנ פתרון:

המעגל  𝐴-כי הנקודה הנגדית ל 𝐵𝐶- לוף של ביחס תעבור לשיק 𝑂  ם להוכיח?רוצי

יעבור  𝐴′ .𝐴𝑀-ב 𝐴  שיקוף שלסמן את ה, נ𝐵𝐶-ל 𝐴-החסום תעבור לעקב הגובה מ

תעבור  𝑀ולכן  וסםשהייתה על הצלע תהפוך לנקודה על המעגל הח 𝑀-לתיכושקף ו

שהי  לאיזו תעבור ′𝑁 .𝑃-קודה זו בשל התיכושקף עם המעגל החוסם, נסמן נלחיתוך 

,′𝐴-. אנחנו רוצים להוכיח ש𝑄שנקרה לה  𝐴𝑃נקודה על   𝑁, 𝑄 .ישר 

 𝐴𝐵𝐶את הנקודה שמשלימה את  𝑇-בנסמן ננסה להבין את הישאר הזה יותר טוב. 

היה התיכושקף   𝐴𝑁, זה ברור כי 𝑇𝐵𝐶-הוא התיכון ב 𝑇𝑁-. נשים לב ששולטרפש

עצמו  𝐵𝐶-ואז ביחס ל 𝐵𝐶האמצעי של  לאנך ביחס 𝑇אם נשקף את ף נוס. ב𝐴𝐵𝐶-ב

 𝑀-ל ספשוט סיבוב ביחני השיקופים האלו היא אבל ההרקבה של ש ′𝐴-נגיע ל

,′𝐴-ולכן קיבלנו ש 180o-ב 𝑁, 𝑀, 𝑇 .ישר 

,𝑃′𝐶)∠-עליו. אנחנו יודעים שלהבין דברים  וננסה 𝑄- נעבור ל 𝐴𝐶) = ∠(𝐵𝐶, 𝐶𝑃) 

,𝑃′𝐶)∠-ם שנו יודעיאבל מאינוורסשיקוף אנח 𝐶𝐴 = ∠(𝐵𝑄, 𝑄𝐴)   סך הכל אנחנו

 חסום במעגל.  𝐵𝑄𝐶𝑃-מקבלים ש



,𝐴שניתן לראות בציור  כמו 𝐹, 𝑃 זאת כעט.  על ישר אחד. נוכיח 

ואת נקודת החיתוך   𝑋-ב 𝐷𝐹𝐶עם המעגל  𝐴𝐵נסמן את נקודת החיתוך השנייה של 

חסום במעגל   𝐵𝑋𝑌𝐶-מספיק להוכיח ש .𝑌נסמן  𝐸𝐹𝐵המעגל  ם ע 𝐴𝐶השנייה של 

,𝐵𝑋𝑌𝐶אז מצירים רדיקליים על המעגלים  ו 𝐷𝐹𝐶, 𝐸𝐹𝐵 נקבל ש-𝐵𝑋, 𝐶𝑌, 𝑃𝐹 

,𝐴ולכן  𝐴שהיא בברור  נחתכים בנקודה  𝐹, 𝑃 .ישר 

 : עכשיו נחשבן זוויות

∠𝐶𝑋𝐵 = ∠𝐶𝑋𝐷 = ∠𝐶𝐹𝐸 = ∠𝐹𝐶𝐵 

𝐶𝑌𝐵∠ -גם שבדיוק באותו אופן נקבל   = ∠𝐹𝐵𝐶 בלא 𝐹  נמצא על האנך האמצעי

𝐹𝐵𝐶∠ולכן  𝐵𝐶של  = ∠𝐹𝐶𝐵  .ולכן הוכחנו את המעגל שרצינו 

 

 



 

שקף  , נ𝑇𝑀נמצא על  𝑄-נשאר לסיים את השאלה. המתרה שלנו היא להוכיח ש

 𝑅, נסמן אותו 𝑄צריך להוכיח שהשיקוף של  ונקבל ש 𝐵𝐶ביחס לאנך האמצעי של 

 . 𝐴𝑀על נמצא 

 נחשבן זוויות: 

∠𝑄𝐶𝐵 = ∠𝑄𝑃𝐵 = ∠𝐹𝑃𝐵 = ∠𝐹𝐸𝐵 = ∠𝐸𝐵𝐶 

𝑄𝐶𝐵∠אבל  = ∠𝑅𝐵𝐶   ולכן𝐵, 𝑅, 𝐸  על ישר

,𝐶ובאותו אופן גם  𝑅, 𝐹 ממשפט  על ישר ו

,𝐴-ש ברור 𝐴𝐵𝐶-בצ'בה  𝑅, 𝑀  על ישר
 וניצחנו! 

 

 

 

 

 

 

 

 



 קומבינטוריקה 
 

𝑛מספר טבעי. לוח  𝑛יהיה  . 1 × 𝑛  הוא ריבוע המורכב מ-𝑛2  אחת משבצות שכל
המשבצות לכל משבצת כחולה שתי ה או לבנה. לוח נקרא קמור אם מהן כחול

יופי של לוח מוגדר להיות כמות גם הן צבועות בכחול.  שמאלהשנמצאות מעליה ומ

,𝑤)שבצות  הזוגות של מ 𝑏) כך ש-𝑤   ,לבנה𝑏 ו כחולה -𝑢, 𝑣   נמצאות באותה שורה
 או באותה עמודה.  

 לוח קמור. קסימלי של היופי המ מצאו את 

 

את כמות המשבצות   𝑎𝑖-נסמן במעלה למטה. נמספר את השורות מל פתרון:

 . 𝑥 נקרא 𝑗-בשורה ה ימנית ביותרהלמשבצת הכחולה ו 𝑖-רה הבשו כחולותה

𝑎𝑗+1-נניח ש < 𝑎𝑗 ש -כלומר ש-𝑥  זו המשבצת הכחולה הנמוכה ביותר בעמודה

 בלבן.  𝑥את  אם נצבעשתנה היופי נבדוק איך יו שלה

𝑎𝑗יהיו  𝑥של  בשורה  − 𝑛-זוגות שיהפכו ליפים ו 1 − 𝑎𝑗 ן ולכ זוגות שיהרסו

2𝑎𝑗יתווספו   − 𝑛 −  . זוגות יפים בשורה 1

𝑗יהיו  𝑥של  עמודהב − 𝑛-זוגות שיהפכו ליפים ו 1 − 𝑗 יתווספו ולכן  זוגות שיהרסו

2𝑗 − 𝑛 −  . זוגות יפים בשורה 1

𝑎𝑗)2-בהשינוי ביופי יהיה הכל  ר סךכלומ  + 𝑗 − 𝑛 − 1). 

𝑎𝑗גיע למצב שבו עד שנ"ל בצע צביעות מהסוג הנלפיכך נוכל ל ≤ 𝑛 − 𝑗 בעצם ו
הסדר, כלומר כל את הצביעות הללו בכל השורות, רק צריך לשמור על נוכל לבצע 

ה  צריך להתחיל בשור פעם שיש מספר שורות עם אותה כמות של משבצות כחולות
 . ניהןמבונה חתת הכי

𝑎𝑖-מתקיים ש 𝑖 לכלסך הכל קיבלנו ש ≤ 𝑛 − 𝑖 . 

נוכל לבחור שורה שבה יש לומר את הצביעות ההפוכות, כמצד שני נוכל לבצע 
ת מהשורה מעליה ולצבוע את המשבצת הלבנה השמאלית פחות משבצות כחולו

 ביותר בכחול. 

𝑛  היההשינוי ביופי בשורה של משבצת זו י − 2𝑎𝑗 − 𝑛ודה ובעמ 1 − 2𝑗 − ולכן  1

𝑛)2סך הכל השינוי ביופי יהיה  − 𝑎𝑗 − 𝑗 − ם נוכל מאותו שיקול כמו קודולכן  (1

𝑎𝑖-צות לבנות עד למצב שבו בכל שורה יתקיים שמשב צבועל ≥ 𝑛 − 𝑖 . 

 𝑖- שורה הה לעבור למצב שבו בבלאפשר מבלי להקטין את יופי הטך הכל קיבלנו שס

𝑛בדיוק בכחול צבועות  − 𝑖 בצותמש. 

 הכולל של הטבלה הוא  ר היופיואות שבמצב המתקל לרא



2 ∑ 𝑖 ⋅ (𝑛 − 𝑖)

𝑛

𝑖=1

= 2 (∑ 𝑛 ⋅ 𝑖

𝑛

𝑖=1

− ∑ 𝑖2

𝑛

𝑖=1

) =

= 2 (𝑛 ⋅
𝑛(𝑛 + 1)

2
−

𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) ⋅ (2𝑛 + 1)

6
) =

= 2𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) ⋅ (
3𝑛 − 2𝑛 + 1

6
) = 2 ⋅

𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) ⋅ (𝑛 − 1)

6

= 2 ⋅ (
𝑛 + 1

3
) 

∑טורי לזהות  בר הקומבינההסנזכיר גם את  𝑖 ⋅ (𝑛 − 𝑖)𝑛
𝑖=1 = (𝑛+1

3
): 

𝑛בין  ות הדרכים לשים שלושה חציוניםמתאר את כמ בברור אגף ימין +  אנשים 2
 היותר. בין כל שני אנשים יש חציון אחד לכלכך ש

הדברים להציב את האסימונים בדרך אחרת, נניח שהאסימון   נספור את כמות

𝑖-האמצעי הוצב בין האיש ה + 𝑖-ה לאישו 1 +  𝑖נותרו  יון הראשון אז לחצ 2

𝑛מקומות ואילו לחציון האחרון נותנו   − 𝑖 על כל המיקומים של ם מקומות, נסכו
 האמצעי ונקבל את הזהות. החציון 

 

𝑛מספר טבעי. לוח  𝑛יהיה  . 2 × 𝑛  הוא ריבוע המורכב מ-𝑛2  משבצות שכל אחת

,𝑤)צות שבהזוגות של מ יופי של לוח מוגדר להיות כמותמהן כחולה או לבנה.  𝑏) 

,𝑢- לו כחולה 𝑏לבנה,   𝑤-כך ש 𝑣  קודקוד משותף . 

   מצאו את היופי המקסימלי של לוח קמור.

 

במקום למקסם את כמות הזוגות בצבעים שונים ננסה להקטין את  :ראשון   רון ת פ 
 .כרומטייםכמות הזוגות המונו

𝑛היו נשים לב שאם נצבע את הלוח בצביעת זברה אז בכל שורה י −   תזוגו 1

𝑛רומטיים ולכן סך הכל יהיו מונוכ ⋅ (𝑛 −  .ומטייםזוגות מונוכר  (1

קודקוד משותף  ולזוג משבצות עם  צלע משותפת דומינונקרא לזוג משבצות עם 
 נקרא אלכסון. 

נויים והאלכסונים המונוכרומטיים היא לפחות  אנחנו רוצים להוכיח שכמות הדומי

𝑛 ⋅ (𝑛 − 1). 

2נשים לב שבכל ריבוע  × ומצד שני כל  ני זוגות מונוכרומטייםיש לפחות ש 2

2רק בריבוע  מצאון נאלכס  × 2בועים בשני רי נמצאוכל דומינו אחד  2 × עט מל 2

2וע בריבהדומינומיים בקצה הלוח שנספרים  ×  בודד.  2

 -ריבועים ונקבל שנכסום על כל ה



(אלכסונים  מונוכרומטיים )# + (דומינויים  מונוכרומטיים  בקצה )#

+ (דומינויים  מונוכרומטיים  לא  בקצה )2# ≥ 2#(2 × (ריבועי 2

= 2(𝑛 − 1)2 

 -רצינו להוכיח ש 

(אלכסונים  מונוכרומטיים )# + (דומינויים  מונוכרומטיים  בקצה )#

+ (דומינויים  מונוכרומטיים  לא  בקצה )# ≥ 𝑛(𝑛 − 1) 

 -ש ולכן מספיק להוכיח

(אלכסונים  מונוכרומטיים )# + (דומינויים  מונוכרומטיים  בקצה )# ≥ 2𝑛 − 2 

,𝑥)כל המשבצות  , כלומר  בריבוע נים צמודיםסותכל על זוג אלכ נס 𝑦) כך ש-𝑥 +

𝑦 = 𝑎  או𝑥 + 𝑦 = 𝑎 + 1. 

( המוכלים באלכסונים אלו לא מונוכרומטיים 2)מגודל הקטנים  האלכסוניםאם כל 
חייב להיות   אלכסוניםהשני בבקצה הלוח המוכלים  אז אחד משני הדומינויים 

ים באחד ואם כל האלכסונים לא  ונים האלו נבדל אורכי שני האלכס מונוכרומטי כי 
צה השני בקצה האחד שלו שונה מהצבע בקהזוגי הצבע ן אלכסומונוכרומטיים אז ב

ן ששני ולכן לא יתכ תיו צבועים בצבע זההבושני קצזוגי -ון האיכסשלו ובאל 
 הדומינואים הקיצוניים מונוכרומטיים. 

 סכום שב את הנח מודים ונסכום על כל הזוגות של אלכסונים צ

(אלכסונים  מונוכרומטיים )# +  (דומינויים  מונוכרומטיים  בקצה )#

2𝑛בכל כיוון יש  − 2𝑛כיוון יש  אלכסונים ולכן בכל 1 − זוגות אלכסונים  2

4𝑛צמודים ולכן סך הכל יש  − זוגות אלכסונים צמודים שכל אחד מהם יש או  4
בשני ר נספאלכסון קטן אבל כמובן שכל  אלכסון קטן או דומינו קיצוני מונוכרומטי

 -אלכסונים צמודים וכל דומינו בזוג אחד ולכן סך הכל מקבלים שזוגות 

(אלכס ונים  מונוכרומטיים )# + (דומינויים  מונוכרומטיים  בקצה )# ≥ 2𝑛 − 2 

 וזה בדיוק מה שרצינו. 

 

 . לחשב את כמות הזוגות המונוכרומטיים שוב נרצה פתרון שני:

2נשים לב שבכל ריבוע  × כרומטיים ובכל משולש שני זוגות מונו יש לפחות  2
 )שלוש משבצות עם קודקוד משותף( יש לפחות זוג מונוכרומטי אחד. 



 צוף הבא:נתבונן ברי

 ובכל ריבוע כחול לפחות שני זוגות.   לפחות זוג אחד בכל משולש כתום ישכאמור, 

2יש  ⋅ (1 + 2 + 3+. . . +𝑛 − 2) = 2 ⋅
(𝑛−1)(𝑛−2)

2
= (𝑛 − 1) ⋅ (𝑛 − 2) 

𝑛עוד  משולשים ו − חות שני זוגות ולכן סך ם שבכל אחד מהם לפיריבועים כחול 1
 לפחות הכל יש 

(𝑛 − 1) ⋅ (𝑛 − 2) + 2(𝑛 − 1) = (𝑛 − 1) ⋅ (𝑛 − 2 + 2) = 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) 

 ניצחון!

 

. כל 70o שלראיה  זווית ט, לכל רובו נקודתיים רובוטים 24ור עומדים שימב. 3
ת המספר ומשדר א  טים הנמצאים בזווית הראייה שלול הרובוט מאתר את כ רובו

י, המעבד הראשי סוכם את כל המספרים ששודרו לו ומדפיס את  עבד הראשהזה למ
 כול להיות מודפס על הדף? הגדול ביותר שיהמספר על דף גדול. מהו המספר  

 

אפשר להזיז את אחד  כי  אחדים על ישר ובוטר 3שאפשר להניח שאין  ורבר פתרון:
 . מהם ממש טיפה וזה יכול רק לשפר את המצב

 . מתקשרים אם הם רואים זה את זה א לזוג רובוטיםנקר



שלא בוטים נשים לב שמבין כל ארבעה רובוטים יש לפחות זוג אחד של רו
ים חייבת בארבעת הרובוטמכיוון שאחת הזווית במרובע שקודקודיו  מתקשרים

 . 90o-להיות גדולה מ

ודים אם שני שני קודק  ןעביר קשת בינבנה גרף שקודקודיו מתאימים לרובוטים ונ
ברור שכל קשת בגרף מוסיפה שתיים לסכום ואילו כל קשת  . ובוטים מתקשריםהר

נסות למקסם את ף לסכום אחד לכל היותר לכן הגיוני לשהיא לא בגרף יכולה להוסי
 רף. כמות הקשתות בג 

גרף שבו יהיו הכי  הממשפט טורן  ולכן 4  כפי שכבר אמרנו בגרף אין קליקות מגודל

 3-ים להקודקוד 24צריך לחלק את  אוזן, כלומר צדדי מ-3א גרף  הרבה צלעות הו

שונות  בין שתי קבוצות קודקודים כל אחד ולהעביר את כל הקשתות 8קבוצות של  

)סך הכל נקבל   תוך הקבוצות.ר קשתות באבל לא להעבי
24

3
)2 ⋅ 3 = 192. 

192כבר קיבלנו חסם של   ∗ 2 +
24∗23

2
− 192 = 468. 

 שחסם זה יהיה הדוק. גמה בשביל ראות הדולהי כהאיך צריכחה ברור  ומההו 

ולש ם של משורן אומר לנו שצריך למקם את הרובוטים בקודקודיהמבנה של ט

בשני הרובוטים  16ך שכל הרובוטים יראו את רובוטים בכל קודקוד כ 8משוכלל, 

רובוטים באותה נקודה אז נצטרך להזיז  8הקודקודים האחרים. כמובן שאסור לשים 
וק  צריך שכל הקשתות ם יהיה הדבנוסף בשביל שהחס הרובוטים. אבל  מעט את

אותו  י רובוטים שנמצאים בלכל שניתרמו אחד לסכום כלומר שלא נמצאות בגרף 
בשביל שדרישה זו תתקיים נשים את . מהם צריך לראות את השני קודקוד אחד

וכלל שלהם עם מרכז המשולש המשנת הרובוטים על ישר שמחבר את הקודקוד  שמו
בנוסף נשים לב ירו זה את זה, תממש טיפה לצדדים בשביל שהם לא יסואז נזיז 

הם ל הישר אבל מספיק קרוב לקודקוד כך שעים את הרובוטים מספיק שאפשר לש
עדיין יראו את כל מה שקורה בשני הקודקודים האחרים, הרי נתונה לנו זווית ראיה 

   מעלות. 60-זה הרבה יותר מעלות ומ 70של 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 מספרים רת  תו 

,𝑎)  האם קיימים אינסוף זוגות. 1 𝑏) זרים המקיימים: של מספרים שלמים חיוביים 

𝑎 + 𝑏|𝑎𝑏 + 𝑏𝑎 

 

 כן   : תשובה 

𝑝ר ראשוני אי זוגי נבח  פתרון ראשון: ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 ו-𝑎 = 2𝑝 + 1 𝑏 = 4𝑝 − 1. 

,𝑎- ש נראה 𝑏 אכן זרים ,gcd(2𝑝 + 1,4𝑝 − 1) = (2𝑝 + 1, −3) = (4, −3) = 1 

𝑎 + 𝑏 = 6𝑝 שמספיק לבדוק ו-𝑎𝑏 + 𝑏𝑎 ≡ ומודולו   2מודולו   .𝑝-ו 2,3מודולו  0

𝑝  זוגית- בחזקה אי 1−- וגית וז-ה איבחזק  1זה ברור כי רשום . 

𝑝 בחרנו זה ברור כי 3מודולו   ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3  4ולכן𝑝 − 1 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3  

2𝑝-ו + 1 ≡ −1 𝑚𝑜𝑑 3   0בחזקות אי זוגיות זה  1−-ו 1ושוב סכום של . 

𝑎  ני:רון ש פת  = 2𝑛 + 1 𝑏 = 2𝑛 − , ברור שזה זוג מספרים זרים כי ההפרש 1

 זוגיים. -ושניהם אי 2ביניהם הוא  

𝑎 + 𝑏 = 4𝑛נחשב ,: 

𝑎𝑏 + 𝑏𝑎 = (2𝑛 + 1)2𝑛−1 + (2𝑛 − 1)2𝑛+1

= (2𝑛 + 1) ⋅ ((2𝑛 + 1)2)𝑛 + (2𝑛 − 1) ⋅ ((2𝑛 − 1)2)𝑛−1

= (2𝑛 + 1) ⋅ (4𝑛2 + 4𝑛 + 1)𝑛 + (2𝑛 − 1) ⋅

⋅ (4𝑛4 − 4𝑛 + 1)𝑛−1

≡ (2𝑛 + 1) ⋅ (1)𝑛 + (2𝑛 − 1) ⋅ (1)𝑛−1 = 4𝑛 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 4𝑛 

 

כך  𝑎קיים מספר שלם  𝑐וכיחו כי עבור כל שלם וגי. הז-ראשוני אי 𝑝. יהיו  2
 שמתקיים 

𝑎
𝑝+1

2 + (𝑎 + 𝑐)
𝑝+1

2 ≡ 𝑐 𝑚𝑜𝑑 𝑝 

 

𝑎אפשר לבחור  אז  𝑝|𝑐נשים לב שאם  פתרון: =  וניצחנו.  0

𝑎-שים לב ששיו נעכ
𝑝+1

2 = 𝑎 ⋅ 𝑎
𝑝−1

𝑎-אנחנו יודעים שר לימקריטריון אוו 2
𝑝−1

שקול  2

 . זו לא שארית ריבועית 𝑎כאשר  1−-זו שארית ריבועית ול 𝑎אם  𝑝וד מ 1-ל

𝑎זו לא שארית ריבועית אבל  𝑎שים לב שאם כעט ניתן ל + 𝑐  כן שארית ריבועית
 אז 



𝑎
𝑝+1

2 + (𝑎 + 𝑐)
𝑝+1

2 ≡ −𝑎 + 𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑐 𝑚𝑜𝑑 𝑝 

 כזה. 𝑎ולכן מספיק למצוא  

𝑎בועית  שהוא לא שארית רי 𝑎נניח בשלילה שלכל   + 𝑐  גם הוא לא שארית

𝑎ית אבל אז גם  ריבוע + 2𝑐  לא שארית ריבועית ואז גם𝑎 + 3𝑐   וכך האלה, הנחנו

𝑎רה ן הסדולכ 𝑝- שגם הוא יהיה זר ל 𝑎וניתן לבחור את  𝑝- זר ל 𝑐-ש + 𝑘𝑐   תעבור

ולכן  ונקבל שכל השאריות לא ריבועיות אבל זה שקר 𝑝על כל השאריות מודלו  
 . ה שגויהההנחה היית

 

:𝑓תהיה . 3 ℤ>0 → ℤ>0  לכל  המקיימת לא קבועה𝑎, 𝑏 שיים שלמים חיוב- 

𝑛 − 𝑚|𝑓(𝑛) − 𝑓(𝑚) 

 .𝑝|𝑓(𝑛) -ך שכ 𝑛עבורם קיים  𝑝 ראשוניים ףאינסווכיחו שיש ה

 

את , נסמן סופית 𝑓המחלקים את   שקבוצת הראשונייםבשלילה נניח  פתרון ראשון:

,𝑝1- ראשוניים אלו ב 𝑝2, …. 

𝑚נציב  = 𝑛-ו 1 +  -, נקבל ש𝑛במקום   1

𝑛|𝑓(𝑛 + 1) − 𝑓(1) 

𝑓(𝑛נקבל שגם  𝑓(1)-שמתחלק ב 𝑛אם נבחר   + . אבל מצד 𝑓(1)-מתחלק ב (1

𝑣𝑝𝑖 -מתקיים ש 𝑝𝑖שהו  אם עבור ראשוני כל שני 
(𝑛) > 𝑣𝑝𝑖

(𝑓(1))  צריך אז

𝑣𝑝𝑖 -להתקיים ש
(𝑓(𝑛 + 1)) < 𝑣𝑝𝑖

(𝑛)שים לב שם נבחר את . נ𝑛  כך שיתקיים

𝑣𝑝𝑖-ש
(𝑛) = 𝑣𝑝𝑖

(𝑓(1)) +  - יונים יתלקדו ונקבל שווש-אז שני האי 1

𝑓(𝑛 + 1) = 𝑓(1) 

𝑓(𝑛להחליף את   יכלנוו נשים שבטיעון שלנ + 𝑓(𝑐𝑛-ב (1 + ם של 𝑐עבור  (1

𝑓(𝑐𝑛-שלים נו מקבוהיי ההיה עובד בדיוק באותה צור חיובי והכל  + 1) = 𝑓(1). 

𝑐𝑛שיו נציב עכ +  קבוע 𝑚לכל  ונקבל ש 𝑛-ב 1

𝑐𝑛 + 1 − 𝑚|𝑓(𝑐𝑛 + 1) − 𝑓(𝑚) = 𝑓(1) − 𝑓(𝑚) 

נרצה  כמה ש 𝑐 יל אתגדהלא חסום כיוון שאפשר לאבל אגף ימין קבוע ואגף שמאל 

𝑓(𝑚), כלומר  0ולכן אגף ימין חייב להיות  = 𝑓(1)  לכל𝑚   בסטירה לכך
 ה. שהפונקציה לא קבוע

 



את , נסמן סופית 𝑓המחלקים את   שקבוצת הראשונייםבשלילה  ניח  פתרון שני:

,𝑝1- ראשוניים אלו ב 𝑝2, ,gcd(𝑓(1)סמן ונ … 𝑓(2), … ) = 𝑝1
𝑎1 ⋅ 𝑝2

𝑎2 ⋅ …. 

𝑝𝑖-לק בלא מתח 𝑓(𝑥𝑖)-כך ש 𝑥𝑖קיים  𝑖ברור שלכל 
𝑎𝑖+1

. 

𝑛אם פרש כך: את הנתון בשאלה ניתן ל ≡ 𝑚 𝑚𝑜𝑑 𝑝  אז𝑓(𝑛) ≡ 𝑓(𝑚) 𝑚𝑜𝑑 𝑝 

𝑥ולכן לכל   ≡ 𝑥𝑖  𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑖
𝑎𝑖+1

𝑝𝑖-מתקיים ש 
𝑎𝑖+1

∤ 𝑓(𝑥) אריות משפט השועכשיו מ

𝑝𝑖עבורו  𝑥נקבל שקיים  סיני ה
𝑎𝑖+1

∤ 𝑓(𝑥)   לכל𝑖 ואפילו יותר מזה, קיימת סדרה ,

 -גדולים ככל שנרצה כך ש 𝑥במילים אחרות קיימים  ם כאלו.י-𝑥ל ש תחשבוני

𝑓(𝑥) = ∏ 𝑝𝑖
𝑎𝑖

𝑖

 

 תון:קבוע ונזכר בנ 𝑦נבחר  

𝑥 − 𝑦|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) = ∏ 𝑝𝑖
𝑎𝑖

𝑖

− 𝑓(𝑦) 

היות גדול ככל שנרצה ולכן אגף ימין שווה ל אל יכול אגף שמקבוע  ימיןל אגף אב

 בועה. ה לא קוזו סטירה לכך שהפונקצי 0-ל

 

 נה:ת שולפני שנרשום את ההוכחה נציע לקורא לפתור שאלה קצ :לישי פתרון ש 

קבוצת הראשוניים המחלקים את  עם מקדים שלמים  𝑄פולינום לכל 

𝑄(1), 𝑄(2), 𝑄(3),  אינסופית.  היא …

 של שור. שאלה זו היא בעצם משפט 

𝑄(0)אם   הוכחה של משפט שור: =  . 𝑝|𝑄(𝑝)ובפרט  𝑛|𝑄(𝑛)אז הכל ברור כי   0

𝑄(0)אם  = 𝑄(𝑛)אז  1 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑛  בחרת את נואם𝑛  להיות𝑚! אז נקבל ש-

𝑄(𝑚!) ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑚! כלומר ,𝑄(𝑚!)  לא מתחלק בכל הראשוניים עד𝑚 ולכן 
 . לא יתכן שיש כמות סופית של ראשונייםככל שנרצה ו  ראשוניים גדולים קבלנ

𝑄(0)אם  ≠ 𝑅(𝑛)הבא:   גדיר את הפולינוםאז נ 1 =
𝑄(𝑛𝑄(0))

𝑄(0)
ברור שזה פולינום  

𝑅(0)-שמים וברור עם מקדמים של =  𝑅(𝑛)וברור גם שכל ראשוני שמחלק את   1

אנחנו יודעים שיש אינסוף  𝑅(𝑛) עבור !𝑚ומהטיעון עם  𝑄(𝑛′)מחלק גם את 

 .𝑄ולכן גם אינסוף ראשוניים שמחלקים את  𝑅ראשוניים שמחלקים את 

 וכחה של משפט שור.ננסה לשחזר את ההבור לפתרון השאלה וענ

𝑔(𝑥)חות נגדיר  למען הנו = 𝑓(𝑥 +  -שמתקיים ש, ברור (1

𝑛 − 𝑚|𝑔(𝑛) − 𝑔(𝑚) 



𝑔(0)באופן דומה אם   =  וניצחנו.  𝑛- ב מתחלק 𝑔(𝑛)אז  0

𝑔(0)אם  = 𝑔(𝑛)אז  1 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑛  בחרת את נואם𝑛  להיות𝑚! אז נקבל ש-

𝑔(𝑚!) ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑚! כלומר ,𝑔(𝑚!)  לא מתחלק בכל הראשוניים עד𝑚 לא  ולכן
 . ות סופית של ראשונייםיתכן שיש כמ

𝑄(0)אם  ≠ ℎ(𝑛)גדיר  אז נ 1 =
𝑔(𝑛𝑔(0))

𝑔(0)
 .ℎ ים כי ם שלממקבלת מספרי

𝑥𝑔(0)|𝑔(𝑥𝑔(0)) − 𝑔(0)מתקיים ש. בנוסף קל לראות ש- 

𝑛 − 𝑚|ℎ(𝑛) − ℎ(𝑚) 

-כי אגף ימין שווה ל
𝑔(𝑛𝑔(0))−𝑔(𝑚𝑔(0))

𝑔(0)
𝑔(0)(𝑛-והמונה מתחלק ב  − 𝑚). 

ℎ(0)-שברור בנוסף  = מחלק גם את   ℎ(𝑛)וברור גם שכל ראשוני שמחלק את  1

𝑔(𝑛′)  ומהטיעון עם𝑚! בור עℎ(𝑛)  אנחנו יודעים שיש אינסוף ראשוניים

 .𝑓את וכך גם  𝑔ולכן גם אינסוף ראשוניים שמחלקים את  ℎשמחלקים את  

 

. הוכיחו שאם קיימת סדרה של מספרים שלמים המקיימת את שלם חיובי 𝑘  היהי. 4
 הנסיגה:תנאי 

𝑎𝑛 =
𝑎𝑛−1 + 𝑛𝑘

𝑛
 

𝑘אז  −  .3-מתחלק ב 2

 

 נוסחת הנסיגה ונקבל את   פתחנ  :שון רא   פתרון 

𝑎𝑛 =

𝑎𝑛−2 + (𝑛 − 1)𝑘

𝑛 − 1
+ 𝑛𝑘

𝑛
=

𝑎𝑛−3 + (𝑛 − 2)𝑘

𝑛 − 2
+ (𝑛 − 1)𝑘 + (𝑛 − 1)𝑛𝑘

𝑛(𝑛 − 1)

=. . . =
𝑛𝑘(𝑛 − 1)! + (𝑛 − 1)𝑘(𝑛 − 2)!+. . . +1 ⋅ 0! + 𝑎0

𝑛!
 

𝑆𝑘(𝑛)נסמן  = ∑ 𝑖𝑘(𝑖 − 1)!𝑛
𝑖=1 בכדי ש ולכן-𝑎𝑛  יהיה שלם צריך להתקיים

𝑆𝑘(𝑛)-ש ≡ −𝑎0  𝑚𝑜𝑑 𝑛! . 

𝑗עבור  𝑆𝑗(𝑛)-כתלות ב !𝑛לו  מודו  𝑆𝑘+1(𝑛)נחשב את  ≤ 𝑘: 



𝑆𝑘+1(𝑛) = ∑ 𝑖𝑘+1(𝑖 − 1)!

𝑛

𝑖=1

= 𝑛𝑘+1(𝑛 − 1)! + ∑ 𝑖𝑘+1(𝑖 − 1)!

𝑛−1

𝑖=1

≡ ∑ 𝑖𝑘+1(𝑖 − 1)!

𝑛−1

𝑖=1

= ∑ 𝑖𝑘𝑖!

𝑛−1

𝑖=1

= ∑(𝑖 − 1)𝑘(𝑖 − 1)!

𝑛

𝑖=2

= ∑(𝑖 − 1)𝑘(𝑖 − 1)!

𝑛

𝑖=1

= ∑ [∑ (
𝑘

𝑗
) 𝑖𝑗(−1)𝑘−𝑗

𝑘

𝑗=0

] (𝑖 − 1)!

𝑛

𝑖=1

= ∑ ∑ (
𝑘

𝑗
) 𝑖𝑗(−1)𝑘−𝑗

𝑛

𝑖=1

(𝑖 − 1)!

𝑘

𝑗=0

= ∑ (
𝑘

𝑗
) (−1)𝑘−𝑗𝑆𝑗(𝑛)

𝑘

𝑗=0

 

 -קבל שקורסיבית ולר כמובן שאפשר לפתוח את הנוסחה ה 

𝑆𝑘+1(𝑛) ≡ 𝑐𝑘+1𝑆0(𝑛) + 𝑏𝑘+1 𝑚𝑜𝑑 𝑛! 

𝑐𝑘כאשר  , 𝑏𝑘 מספרים שלמים, קל גם למצוא נוסחה רקורסיבית ל-𝑐𝑘 , 𝑏𝑘: 

𝑐𝑘+1 = ∑ (
𝑘

𝑗
) (−1)𝑘−𝑗𝑐𝑗

𝑘

𝑗=0

       𝑏𝑘+1 = ∑ (
𝑘

𝑗
) (−1)𝑘−𝑗𝑏𝑗

𝑘

𝑗=0

 

 :𝑆1(𝑛)ואת תנאי ההתחלה קל לקבל מהנוסחה עבור  

𝑆0(𝑛) = 0! + 1! + ⋯ + (𝑛 − 1)! 

𝑆1(𝑛) = 1 ⋅ 0! + 2 ⋅ 1!+. . . +(𝑛 − 1) ⋅ (𝑛 − 2)! + 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1)!

≡ 1! + 2!+. . . +(𝑛 − 1)! ≡ 𝑆0(𝑛) − 1  𝑚𝑜𝑑 𝑛! 

𝑐1ולכן  = 𝑏1-ו 1 = 𝑐0- וברור ש 1− = 𝑏0-ו 1 = 0 . 

𝑆𝑘+1(𝑛)  נחזור לנוסחה ≡ 𝑐𝑘+1𝑆0(𝑛) + 𝑏𝑘+1 𝑚𝑜𝑑 𝑛! בשביל שתהיה ונזכר ש

𝑆𝑘(𝑛)אלה צריך להתקיים כמבוקש בשסדרה  ≡ −𝑎0  𝑚𝑜𝑑 𝑛!   כלומר סך הכל
 -שיתקיים ש ורשיםד אנחנו 

𝑛! | 𝑐𝑘𝑆0(𝑛) + 𝑏𝑘 + 𝑎0 

𝑐𝑘שאם   קל לראות ≠  ים גדולים מספיק מתקיים-𝑛, אכן עבור  זה לא אפשריאז  0

𝑐𝑘𝑆0(𝑛) + 𝑏𝑘 + 𝑎0 < 1 ⋅ 1! + 2 ⋅ 2!+. . . +(𝑛 − 1) ⋅ (𝑛 − 1)! = 𝑛! − 1 

 כאשר  0-שונה מ 𝑐𝑘-כלומר מספיק לנו להוכיח ש  ולכן זה לא מתחלק.

𝑘 ≢ 2 𝑚𝑜𝑑 3 . 

𝑘 זוגי כאשר-אי 𝑐𝑘-נוכיח שאנחנו  ≢ 2 𝑚𝑜𝑑 3 ובפרט זה יסיים. 

 :2מודולו   𝑐𝑘על נוסחת הנסיגה של כל נסת



𝑐𝑘+1 ≡ ∑ (
𝑘

𝑗
) 𝑐𝑗

𝑘

𝑗=0

𝑚𝑜𝑑 2 

𝑐0-נזכר גם ש = 1, 𝑐1 = 𝑐2ולכן  1 ≡ (1
0
) + (1

1
) ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 2 . 

𝑘|3זוגי אם ורק אם   𝑐𝑘-מפה קל לסיים באינדוקציה: נוכיח ש − , את הבסיס  2
 , נעשה את הצעד:הרגע בדקנו

𝑐𝑘+1 ≡ ∑ (
𝑘

𝑗
)

𝑘

𝑗≢2 𝑚𝑜𝑑 3

= 𝜔2 ⋅ (1 + 𝜔2)𝑘 − 𝜔 ⋅ (1 + 𝜔)𝑘

≡ 𝜔𝑘+2 + 𝜔2𝑘+1 𝑚𝑜𝑑 2 

𝑘שאם   ועכשיו ברור ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3  .אז הביטוי זוגי ואחרת אי זוגי     

 

 "נחליף" את הסדרה בפולינום. פתרון שני: 

 נניח כי קיימת סדרה כנדרש בשאלה. 

𝑃(𝑛)-דמים שלמים המקיים ש: קיים פולינום עם מקטענה = 𝑎𝑛  

𝑥𝑃(𝑥)-ו = 𝑥𝑘 + 𝑃(𝑥 − 1). 

𝑘ממעלה   𝑃בנה פולינום  הוכחה: נ −  סמןנ ,1

𝑃(𝑥) = 𝑏𝑘−1𝑥𝑘−1+. . . +𝑏1𝑥 + 𝑏0 

𝑥𝑃(𝑥)הנוסחה  מ = 𝑥𝑘 + 𝑃(𝑥 − 𝑏𝑘−1-נובע שצריך להתקיים ש (1 = עכשיו , 1

ת תלוכ ים-𝑏ולהביע את כל אחד מה וניתן להמשיך כך  𝑏𝑘−2אפשר לחשב את 

ם החופשי, המקדהקודמים ונקבל שכל המקדמים מסתדרים חוץ מאולי  ים-𝑏-ב
 : קל מאוד למצוא פולינום שמקיים את הנוסחהכלומר 

𝑥𝑃(𝑥) = 𝑥𝑘 + 𝑃(𝑥 − 1) + 𝑐 

𝑐-אנחנו נוכיח ש = 0 . 

𝑑𝑛דיר נג = 𝑎𝑛 − 𝑃(𝑛) מקבלים ש, אנו- 

𝑃(𝑛) + 𝑑𝑛 =
𝑃(𝑛 − 1) + 𝑑𝑛−1 + 𝑛𝑘

𝑛
 

 כלומר 

𝑛𝑃(𝑛) − 𝑃(𝑛 − 1) − 𝑛𝑘

𝑛
+ 𝑑𝑛 =

𝑑𝑛−1

𝑛
 

 ולכן 



𝑑𝑛 =
𝑑𝑛−1

𝑛
− 𝑐 

 וסחת הנסיגה ונקבל נפתח את נ

𝑑𝑛 =
𝑑0

𝑛!
− 𝑐 ⋅

0! + 1!+. . . (𝑛 − 1)!

𝑛!
 

!0ים גדולים -𝑛בדיוק כמו בפתרון הקודם נקבל שעבור   + 1!+. . . (𝑛 − לא  !(1

𝑃(𝑛)ולכן גם  0חייב להיות   𝑐ולכן  !𝑛-מתחלק ב = 𝑎𝑛 . 

𝑥𝑃(𝑥)נוכיח שאם קיים פולינום המקיים את הזהות  עכשיו  = 𝑥𝑘 + 𝑃(𝑥 − אז  (1

𝑘 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3. 

,0,1, נקרא להם , השדה עם ארבעה איברים𝔽4נסתכל על   𝑧, 𝑧 + 1. 

 -בזהות ונקבל ש 𝑧את נציב 

𝑧𝑃(𝑧) = 𝑧𝑘 + 𝑃(𝑧 − 1) = 𝑧𝑘 + 𝑃(𝑧 + 1) 

𝑧את נציב  +  -בזהות ונקבל ש 1

(𝑧 + 1)𝑃(𝑧 + 1) = (𝑧 + 1)𝑘 + 𝑃(𝑧) 

 -שמכאן נובע 

𝑃(𝑧) = 𝑧 ⋅ (𝑧 + 1) ⋅ 𝑃(𝑧) = (𝑧 + 1) ⋅ (𝑧𝑘 + 𝑃(𝑧 + 1))

= (𝑧 + 1)𝑧𝑘 + (𝑧 + 1)𝑘 + 𝑃(𝑧) 

 ולכן 

𝑧𝑘 + (𝑧 + 1)𝑘−1 = 0 

,𝑘ולכן  𝑘 −  וזה בדיוק מה שרצינו.  3-לא מתחלקים ב 1

 


