
 משפט זיגמונדי פולינומים ציקלוטומים ו 

 

כיח מספר תכונות אנחנו נדבר קצת על פולינומים ציקלוטומים, נגדיר אותם ונו
  נוכיח את משפט זיגמונדי. ,חמושים בידע הדרוש ,שלהן ולאחר מכאן

1nxהפולינום המגניב הידוע הוא  ההומוגנית  האבל לנו יהיה נוח לדבר על הגרס −

nשלו  na b−, סדר הפולינום הזה מתאפס כאשר היחס הוא שורש יחידה מn  עד
הם  nבמה סדר אומר, פה הכוונה היא מספרים שבחזקת  רכדי זה שצריך להיזה

 , לכן נגדיר:n  בדיוק ל השורשי יחידה שהם מסדר והגיוני לדבר ע אחד, אך טבעי

( )n x המתוקן שמתאפס פעם אחת על כל שורש יחידה מסדר לינום זה הפו

)-, וnבדיוק  , )n a b ם קראים הפולינומייזציה שלו, הם נזו ההומוגנ

 הציקלוטומים.

 :יםקלוטומילפולינומים צ דוגמאות מספר
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, ההוכחות ישירות מההגדרות םיקלוטומיים צנרשום מספר תכונות של פולינומ
  נשאיר אותן לקרוא.ולכן 
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עבור מספרים שמתחלקים בריבוע מחזירה אפס  היא פונקציית מוביוס, ש כאשר 
ועובר מספרים שלא מתחלקים בריבוע מחזירה מינוס אחד בחזקת כמות 

 המחלקים הראשוניים השונים של המספר.



יצאו עם מקדמים הפולינומים הציקלוטומים בכל הדוגמאות שלנו נשים לב ש
זאת נצטרך להזכיר את הלמה של הוכיח יל לובשביד קורה תמזה אכן שלמים ו

 .גאוס

 

היא פרימיטיבית.  םי רת שמכפלה של שני פולינומים פרימיטיביהלמה של גאוס אומ
אין ראשוני  שו פולינומים במקדמים שלמים ם הםיטיבייכאשר פולינומים פרימ

 .שלהם שמחלק את כל המקדמים

 

,𝑓ם פרימיטיביים ההוכחה ללמה של גאוס: נניח שמכפלה של שני פולינומי 𝑔  היא

. 𝑓𝑔שמחלק את כל המקדמים של  𝑝, כלומר יש ראשוני  לא פולינום פרימיטיבי

על המונום ו  𝑝-לא מתחלק ב ושהמקדם של 𝑓-ב 𝑎𝑖𝑥𝑖 ןהכי קט מונוםסתכל על הנ

 הוא 𝑓𝑔-ב 𝑥𝑖+𝑗המקדם של  אז .𝑝-שהמקדם שלו לא מתחלק ב 𝑔-ב 𝑏𝑗𝑥𝑗 הכי קטן

𝑎𝑖𝑏𝑗 + 𝑎𝑖+1𝑏𝑗−1 + 𝑎𝑖+2𝑏𝑗−2+. . . +𝑎𝑖−1𝑏𝑗+1 + 𝑎𝑖−2𝑏𝑗+2+. .. 

אבל   𝑝-מתחלקים ב 𝑎𝑖𝑏𝑗-ת כל האיברים בסכום חוץ מאבל מהנחת המינימליו

𝑎𝑖𝑏𝑗 לא מתחלק ב-𝑝 מים של תירה לכך שכל המקדבס𝑓𝑔 מתחלקים ב-𝑝. 

פרק לפולינומים למה של גאוס היא שאם פולינום פרימיטיבי מתכנה מגניבה מהסמ
אם מקדמים שלמים כי ינומים בבעצם מתפרק לפולאז הוא  רציונלייםבמקדמים 

𝑓 = 𝑔 ⋅ ℎאשר , כ𝑓 פרימיטיבי ו-𝑔, ℎ נוכל להכפיל את  עם מקדמים רציונליים𝑔 

ם את )למה אפשר?( וכך ג ′𝑔  פרימיטיבילינום לפוכך שהוא יהפוך במספר רציונלי 

ℎ  לפולינום פרימיטיבי   נהפוךℎ′. עכשיו קיבלנו ש-  𝑓 = 𝑔′ ⋅ ℎ′ = 𝑔 ⋅ ℎ ⋅
𝑎

𝑏
כאשר  

𝑎, 𝑏 ולכן  ספרים שלמיםמ𝑏 ⋅ 𝑓 = 𝑎 ⋅ 𝑔 ⋅ ℎ  אבל המחלק המשותף של כל

הוא  באגף שמאל ל כל המקדמים והמחלק המשותף ש 𝑎המקדמים באגף ימין הוא 

𝑏  ולכן𝑎 = 𝑏    ולכן𝑓 = 𝑔′ℎ′  כלומר𝑓  מעל השלמים. מתפרק 

 

דמים שלמים כי עכשיו גם ברור שהפולינומים הציקלוטומים הם פולינומים במק
 מהנוסחה 
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של   הוא מכפלה , שהריברור שהפולינום הציקלוטומי הינו במקדמים רציונלים
מסכנה ומה ים שלמיםפולינומים במקדמפולינומים במקדמים שלמים ואחד חלקי 

 אוס נקבל שהוא בעצם במקדמים שלמים. מהלמה של ג

𝑎𝑛 -יכלנו גם להגיד ישירות ש − 𝑏𝑛  פרימיטיבי ולכן מתפרק לפולינומים
 במקדמים שלמים ולכן הפולינומים הציקלוטומים עם מקדמים שלמים.

 

 :טרך נוסחאות שנצעוד שתי 
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 וב נשאיר את ההוכחות לקרוא.ש

 

שתמש בזה בהוכחה של  פריקים )לא נ-נוכיח שהפולינומים הציקלוטומים אי
 (. זיגמונדי

 -נשים לב ש Φ𝑝(𝑥)המקרה הקל הוא עבור 

Φ𝑝(𝑥 + 1) =
(𝑥 + 1)𝑝 − 1

𝑥
= 𝑥𝑝−1 + (

𝑝

1
) 𝑥𝑝−2+. . . + (

𝑝

𝑝 − 1
) 

 ריק.פ-זה אי קריטריון אייזנשטייןמו

, נסמן אותו 𝑛מסדר  כעט נוכיח את המקרה הכללי, נבחר שורש יחידה פרימיטיבי

𝜁  רגה פולינום עם מקדמים שלמים וד-המינימלי שלוונסתכל על הפולינום

ראשוני  𝑝נטען שאם  .𝑓מאפס אותו, נסמן את הפולינום המינימלי  𝜁-מינימלית ש

 .𝑓מאפס את  𝜁𝑝אז   𝑛-הזר ל



Φ𝑛ולכן   Φ𝑛הוא שורש של  𝑓. 𝜁לא מאפס את  𝜁𝑝-נניח בשלילה ש = 𝑓 ⋅ 𝑔  אבל

𝜁𝑝  גם הוא שורש שלΦ𝑛  אם הוא לא שורש של ו𝑓   אז הוא שורש של𝑔 נסמן .

𝑔 -נוכל לרשום ש אזו ℎ-ב 𝜁𝑝את הפולינום המינימלי של  = ℎ ⋅ 𝑟 . 

Φ𝑛(𝑥𝑝)  -עכשיו קיבלנו ש = 𝑓(𝑥𝑝) ⋅ ℎ(𝑥𝑝) ⋅ 𝑟(𝑥𝑝)  אבל𝜁   הוא שורש של

ℎ(𝑥𝑝)  ולכן𝑓  מחלק אותו ונרשוםℎ(𝑥𝑝) = 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑠(𝑥) :ועכשיו נקבל 

Φ𝑛(𝑥𝑝) = 𝑓(𝑥𝑝) ⋅ 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑠(𝑥) ⋅ 𝑟(𝑥𝑝) 

 𝑝סתכל מודולו נ

Φ𝑛(𝑥)𝑝 = 𝑓(𝑥)𝑝+1 ⋅ 𝑠(𝑥) ⋅ 𝑟(𝑥)𝑝 𝑚𝑜𝑑 𝑝 

, הגורם האי פריק הזה חייב לחלק את 𝑍𝑝ל מע 𝑓(𝑥)פריק של -נבחר גורם אי

Φ𝑛(𝑥)  פעמיים )כי באגף שמאל הוא בחזקה  ואף יותר מזה הוא חייב לחלק אותו

𝑝  ובאגף ימין הוא בחזקת𝑝 + 1). 

 .1ורשים של הפולינום הציקלוטומי מריבוי  השטענה: 

, 1ריבוי  שלו מ גזרת שלו אז השורשיםזה נובע מטענה כללית שאם פולינום זר לנ

 .ר בנגזרתנשאז הוא היה א 2ריבוי  כי אם היה שורש מ שזו טענה ברור

מהטענה קיבלנו סטירה כי מצאנו גורם שמחלק את הפולינום הציקלוטומי פעמיים 
 ואמרנו שזה לא קורה.

זה הפולינום המינימלי  𝑓(𝑥)-ו Φ𝑛שורש של   𝜁-ו 𝑝-זר ל 𝑛אם שסך הכל הוכחנו 

ω𝑛להיות  𝜁. נבחר את 𝑓הוא שורש של  𝜁𝑝אז גם  𝜁של  = 𝑒
2𝜋𝑖

𝑛  אז הפולינום

ω𝑛-מתאפס ב ω𝑛המינימלי של 
𝑝

 𝑞לבחור ראשוני אחר ואז אפשר  𝑛-שזר ל 𝑝לכל  

ω𝑛גם  ואז 𝑛-שזר ל
𝑝𝑞

ω𝑛-לינום המינימלי ואז באינדוקציה נקבל שהפומאפס את  
𝑚 

 Φ𝑛אלו כל השורשים של אבל  𝑛-שזר ל 𝑚לכל מאפס את הפולינום המינימלי 

 . פריק-ולכן הוא אי ω𝑛ולכן הוא בעצם הפולינום המינימלי של 

 

 

 



 𝑝, אם נדבר קצת על מחלקים ראשוניים של הפולינומים הציקלוטומיםעכשיו 

,Φn(𝑎המחלק את ראשוני  𝑏)  אז בפרט הוא מחלק את𝑎𝑛 − 𝑏𝑛  ולכן אם𝑎, 𝑏 

𝑜𝑟𝑑𝑝אז  זרים (
𝑎

𝑏
) |𝑛. 

𝑝ק את שהסדר מחלאז בגלל  𝑛נשים לב שאם הסדר הוא בדיוק   −  𝑝-נקבל ש 1

,𝑝|Φ𝑛(𝑎בנוסף נשים לב שאם . 𝑛מודולו   1 זה 𝑏) ו-𝑝|𝑛   אז𝑝|Φ𝑛

𝑝
(𝑎, 𝑏)  ולכן

,𝑝|Φ𝑛(𝑎-הניח שאפשר ל 𝑏)  אבל𝑝  לא מחלק את𝑛  ואז טענן שהסדר של
𝑎

𝑏
צריך  

𝑘הוא  . אכן נניח כי הסדר 𝑛להיות בדיוק  < 𝑛  אז𝑝  מחלק את𝑎𝑘 − 𝑏𝑘  ולכן

𝑥𝑛מחלק את  𝑝ולכן   מחלק פולינום ציקלוטומי נוסף − אבל הנגזרת  פעמיים 1

𝑥𝑛של  −  וזו סתירה.( זרים 𝑝-ו 𝑛-)בהנחה ש 𝑝-לא מתחלק ב 𝑝מודולו   1

 

 ה, זמשפט זיגמונדי שנשאר לפני שנתחיל להוכיח את אחרוניםהשני הדברים 
 התכונה הבסיסית הבאה:

( , ) ( , )( , )n n m m n m n ma b a b a b− − = −  

,𝑎 -בהנחה ש 𝑏 זרים, למי שלא מכיר זה תרגיל נחמד. 

 חיוביים:חסמים טריוואלים על הגודל של פולינום ציקלוטומי עבור מספרים ו

( ) ( )
( , )

n n

na b a b a b
 

−    +   

ם, והעובדה שכל השורשים ורמים לינאריאלה ברורים מהפירוק למכפלה לג
 .1מנורמה 

 

 

 

 

 

 

 



 המשפט! 

𝑎𝑛משפט זיגמוני מדבר על הביטוי  − 𝑏𝑛 הוא מתחלק בהרבה ראשוניים ש  ואומר

כל פעם יש ראשוני חדש שמחלק את  𝑛כאשר מגדילים את ש כלומר  .שונים

𝑎𝑘, כלומר ראשוני שלא מחלק את הביטוי − 𝑏𝑘  עבור𝑘 < 𝑛 . 

 נעבור להוכחה. 

𝑎𝑛ראשוני טוב, כלומר מחלק את  𝑝נניח  − 𝑏𝑛  אבל לא את𝑎𝑘 − 𝑏𝑘  עבור𝑘|𝑛 

𝑘)לפי התרגיל זה אותו דבר כמו   < 𝑛 .) 

 מחלק גם את 𝑃-לפי הנוסחא הבסיסית על פולינומים ציקלוטומים, נקבל ש

Φ𝑛(𝑎, 𝑏). 

,𝑝|Φ𝑛(𝑎 ההפוך נכון, נניח  נרצה להבין עד כמה הכיוון 𝑏)  אך גם𝑝|𝑎𝑘 − 𝑏𝑘 

הבסיסית של הפולינומים הציקלוטומים )פעמיים(  ה, מכאן והנוסח𝑘|𝑛 עבור
  :בלנק

|
n n

k k

a b
p

a b

−

−  

|𝑝 -אבל מהרמת אקספוננט נקבל שזה שקול לכך ש
𝑛

𝑘
|𝑛 לכן נרשום ,𝑛 = p𝛼𝑞 ,

 נוסחאות שלנו:לפי ה

| ( , ) | ( , )p p

n qp a b a b
 

 
  

,𝑝|Φ𝑞(𝑎לכן לפי פרמה   b),  בנוסף𝑝 ≡ 1 (q) ולכן הוא הראשוני הכי גדול ,
 , )בפרט יש לכל היותר ראשוני אחד כזה(.nשמחלק את 

 

,Φ𝑛(𝑎הזה מחלק את עכשיו נרצה לחסום את כמה פעמים שהראשוני  b). 

𝑝|𝑎𝑑לפי מה שראינו, אם  − 𝑏𝑑  אז𝑞|𝑑  שלנו: הנסתכל על הנוסח. לכן אם 

( / )

|

( , ) ( )d d n d

n

d n

a b a b  = −
 

 , כלומר:𝑝-יש רק שני מוכפלים המתחלקים ב



( ( , )) ( ) ( )

n n

n n p p

p n p pv a b v a b v a b = − − −
 

𝑝אם  ≠  מהרמת אקספוננט נקבל ש:  2

( ( , )) 1p nv a b =
 

𝑝שזה מעולה! אם  = 𝑛-נקבל ש 2 = 2𝛼  :אז , 

2 2( , )
n n

n a b a b = +  

𝑛אם  > 𝑛, אם אכן 4-יכול להתחלק ב זה סכום שני ריבועים, ולכן לא 2 = 2 

𝑎-ו + 𝑏  אז מצאנו ראשוני טוב וסיימנו, לכן המקרה  2מתחלק בראשוני שאינו

𝑛הבעייתי היחיד הוא כרגע הוא כאשר  = 2, 𝑎 + 𝑏 = 2𝑘  וזה מקרה שהוא פשוט ,
 ן.אינו נכו

 

,𝑣𝑝(Φ𝑛(𝑎-לכן נוכל להניח ש 𝑏)) =  , וזה נראה מאוד מבטיח כי זה מאוד קטן. 1

 

,Φ𝑛(𝑎 כל מה שנשאר לנו כדי לסיים הוא לחסום את 𝑏) .מלמטה 

אם אין לו את המחלק הראשוני המוזר, מספיק להראות שהוא גדול מאחד )בערך 
  נו )שימו לב שיש בו שיוויון רק כאשרשיוויון שהיה ל-מוחלט( לפי האי

𝑛 = 1, 𝑎 − 𝑏 = 1) 

𝑛אז   𝑝אם יש ראשוני כזה  = 𝑝𝛼𝑞 ויש להראות ש-  Φ𝑛(𝑎, 𝑏) > 𝑝. 

𝛼אם  >  אז נקבל: 1

( , ) ( , ) ( 1)p p p p p p

n n

p

a b a b a b b b p =  −  + − 

 

𝑛ם המקרה לכן נשאר ע = 𝑝𝑞 . 

𝑎אם  − 𝑏 >  נקבל: 1

( ) 1( , ) ( ) 2n p

n a b a b p −  −   



𝑛ושיוויון רק כאשר   =  וסיימנו. 1

1aלכן נשאר המקרה  b=  , אז:+
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𝑝עבור  ≥ 𝑝, אם 𝑝  זה כבר גדול מ 5 = 𝑛-אז חייב להיות ש 2 = ואז זה   2

𝑝טריוואלי, ולבסוף אם  = 𝑛אז   3 =  יא:הבמקרה הראשון נקבל שהסדרה  3,6

2 21, ,a b a ab b+ + +  

 וכל מחלק של האיבר השלישי יהיה ראשוני טוב.

 -במקרה האחרון נקבל ש

2 2 2

6 ( , ) 1a b a ab b b b = − + = + + 

𝑏כן המקרה היחיד הבעייתי הוא ול = 𝑎  ואז  1 =  , ומעבר לזה, סיימנו!2

 

לסיכום, לכל איבר בסדרה 
n na b−  0כאשרa b    זרים, יש ראשוני חדש

 המחלק אותו, חוץ משלושת המקרים הבאים:

• 1, 1n a b= − =  

• 2, 2kn a b= + =  

• 6, 2, 1n a b= = =  

 הכבוד!וזה משפט זיגמונדי!!! כל 

 


