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 דןקבוצת 

 אין להשתמש במחשבון

 

ניתן (. ולא חלק ממעגל)כאשר כל שביל הוא מעגל מלא , בפארק יש מספר שבילים .1

מהו . מטר ממנה 011שנמצאת במרחק  Bלנקודה  Aלהגיע לאורך השבילים מנקודה 

 ?האורך הכולל הקטן ביותר האפשרי של השבילים בפארק

 

בכל שלב אור . ואחת כבויה, מהן דולקות 01, בהתחלה. נורות מסודרות במעגל 01 .2

אור ביצע כמה מהלכים . נורות רצופות ומחליף את מצבה של כל אחת מהן 8בוחר 

 ? לה להיות הנורה הכבויהואיזו מהנורות יכ. ורות דולקותנ 01ובסופם היו , שכאלה

 

f:מצאו את כל הפונקציות  .3   כך שלכל שני ממשייםx ו-y מתקיים 

     4 3 2f x y f x f y    

 

 :למשוואה( 1לא כולל )בשלמים חיוביים  מצא את כל הפתרונות .4

42 42 42 42 42902l i f e    

 

 

!בהצלחה   
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 ירדןקבוצת 

 אין להשתמש במחשבון

 

f:מצאו את כל הפונקציות  .1   כך שלכל שני ממשייםx ו-y מתקיים 

     4 3 2f x y f x f y   

 

 :למשוואה( 1לא כולל )בשלמים חיוביים  מצא את כל הפתרונות .2

42 42 42 42 42902l i f e    

 

מסומנת במישור  Xנקודה . Pמסומנת נקודה  ABCעל המעגל החוסם של המשולש  .3

. בהתאמה AC-ו ABמשיקים לישרים  PCX-ו PBXומקיימת שהמעגלים החוסמים של 

הוכיחו כי השיקוף . בהתאמה E-ו D-יסומנו ב AC-ו ABביחס לישרים  Pהשיקופים של 

 .PXמאונך לישר  BCביחס לישר  DEשל הישר 

 

במספר סופי של צבעים כך שלא כל  השלמים החיובייםמספרים את ההאם ניתן לצבוע  .4

aכך שאם , המספרים יהיו באותו צבע b  וגםa b c  , והמספריםa ו-b  שונים

 ?שונים בצבע c-ו  bאז גם המספרים , בצבע

 

 

!בהצלחה   
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 רותםקבוצת 

 אין להשתמש במחשבון

 

במספר סופי של צבעים כך שלא כל  השלמים החיובייםמספרים את ההאם ניתן לצבוע  .1

aכך שאם , המספרים יהיו באותו צבע b  וגםa b c  , והמספריםa ו-b  שונים

 ?שונים בצבע c-ו  bאז גם המספרים , בצבע

 

הראו כי  .2
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 Pלכל נקודה . אדומים n-כחולים ו n: ישרים שונים בזוגות 2nבמישור צוירו  .3

או שווה לסכום  ןלכל הישרים הכחולים קט P-סכום המרחקים מ: במישור מתקיים

יתכן שלא כל הישרים  nערכי עבור אילו . לכל הישרים האדומים P-המרחקים מ

 ?מקבילים

 

!בהצלחה   



 ט"ב בסיוון תשע"כ       קיץמחנה            25/6/2019

 דן וירדן תיתקבוצ

 0הוא עובר מרחק  kמספר בקפיצה . חרגול קופץ על הנקודות השלמות של המישור .1

קפיצות  nיתכן שלאחר  nור אילו ערכי בע. האחר בציר k מרחק ועובראחד בציר 

 ?החרגול חזר לנקודה המקורית

, ממשיים מספרים .2 , ,a b c d 4 מקיימיםab cd   8וגםac bd .  מה הוא הערך

 ?abcdהמרבי עבור 

12 בלוח .3 12  סומנוN 3לכל משבצת לא פינתית יש לפחות נתון ש. משבצות 

 ?המינימלי האפשרי N-ה מהו. משבצות מסומנות סמוכות לפי צלע

 CD-ו AFהצלעות  המשכי ABCDEFבמשושה לא קמור  .4

למעגל והצלעות האחרות משיקות , Iנקודה העוברים דרך 

 .BEנמצאת על הקטע  I-בנוסף נתון ש. Iשמרכזו 

ICהראו שאם  IF  אזIA ID . 

במישור סומנו בכחול חמשת הקודקודים של מחומש  .5

מעגל מגניב הוא מעגל שיש . אמצעי הקטעים שקצותיהם כחולים סומנו בכתום. משוכלל

 ?כמה מעגלים מגניבים יש. כתומותנקודות  3עליו לפחות 

1pנתון מספר ראשוני  .6 mn  , כאשר, 1m n  נתון כי . שלמים
3 3m n  מתחלק

הראו כי . p-ב
2 1m m  או , ראשוני

2 1n n  ראשוני. 

 

f:מצאו את כל הפונקציות  .7   כך שלכל שני ממשייםx ו-y מתקיים 

       
2

2f y xy x f x y f f x y      

המעגלים  מרכזי ABCבמשולש  .8

 AC-ו ABהחסומים מחוץ לצלעות 

מרכזי המעגלים . בהתאמה J-ו Iהם 

 ACJ   -ו ABIהחסומים במשולשים 

 CIאמצעי הקטעים . K-ו Mם ה

מרכז המעגל . W-ו Uהם  BJ-ו

 .Nהוא  UAWהחסום במשולש 

 M-ו, K ,Nהראו כי הנקודות  

 .נמצאות על ישר אחד

 

ערימות של  0101הוא רוצה להגיע למצב שיש לו . אבנים 0101לקארל יש ערימה של  .9

במחיר שהוא הפרש גדלי , מותר לו לפצל ערימה קיימת לשתי ערימות, בכל צעד. אבן אחת

 ?כמה כסף קארל יצטרך כדי להצליח במשימתו. הערימות



 

 

 

1: אליפסות 6-ו, ABCנתון משולש  .11 2 1 2 1 2, , , , ,      . הקודקודA  הוא מרכזן של

הוא  Cוהקודקוד  , 2-ו 1הוא מרכזן של האליפסות  Bהקודקוד  , 2-ו 1האליפסות 

דומות וציר הסימטריה הארוך שלהן  2-ו 1האליפסות . 2-ו 1מרכזן של האליפסות 

זוגות אליפסות נוספות שהן באותו הצבע מקיימות תנאי דומה עבור . BCהוא לאורך הישר 

לכל שתי אליפסות עם מרכז משותף הציר , בנוסף. ABCצלעות מתאימות של המשולש 

 . הארוך שווה

. כמו בציור, בכל שתי אליפסות בעלות מרכז משותף חיברו שתי נקודות חיתוך בישר

 .קודההוכיחו ששלושת הישרים שהתקבלו נחתכים בנ

 

!בהצלחה   
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 לרותם יתקבוצתתחרות 

ערימות של  0101הוא רוצה להגיע למצב שיש לו . אבנים 0101לקארל יש ערימה של  .1

במחיר שהוא הפרש גדלי , מותר לו לפצל ערימה קיימת לשתי ערימות, בכל צעד. אבן אחת

 ?קארל יצטרך כדי להצליח במשימתוכמה כסף . הערימות

10ממדי -מבין משבצות של לוח תלת .2 10 10   סומנוN כך שלכל משבצת , משבצות

 N-מהו ה. משבצות מסומנות סמוכות לפי פאה 5יש לפחות שלא נמצאת על המעטפת 

 ?המינימלי האפשרי

 

1: אליפסות 6-ו, ABCנתון משולש  .3 2 1 2 1 2, , , , ,      . הקודקודA  הוא מרכזן של

הוא  Cוהקודקוד  , 2-ו 1הוא מרכזן של האליפסות  Bהקודקוד  , 2-ו 1האליפסות 

דומות וציר הסימטריה הארוך שלהן  2-ו 1האליפסות . 2-ו 1מרכזן של האליפסות 

זוגות אליפסות נוספות שהן באותו הצבע מקיימות תנאי דומה עבור . BCהוא לאורך הישר 

לכל שתי אליפסות עם מרכז משותף הציר , בנוסף. ABCצלעות מתאימות של המשולש 

, בכל שתי אליפסות בעלות מרכז משותף חיברו שתי נקודות חיתוך בישר.  הארוך שווה

 .קודההוכיחו ששלושת הישרים שהתקבלו נחתכים בנ. כמו בציור



,ספרים חיוביים מ .4 ,c b a ו-d 4 מקיימיםa b c d    . הראו כי 

       
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3
32

3 3 3 3

a b b c c d d a

a b b c c d d a

   
   

   
 

 להיות חתימה שלואת הנגדיר  nחיובי שלם לכל מספר  .5 ,x y  כאשרx  היא הספרה

זו הספרה השמאלית ביותר של  y-ו nשל ביותר השמאלית 
2n . האם קיים מספרk  כך

 מספרים של

     
2

2 2
2 2 2, , , ,...k k k k  

 ?יש את כל החתימות האפשריות( 051 הסדרה באורך)

. הוא  BC חסום מחוץ לצלעהמעגל ה.  החסום במעגל ABC נתון משולש .6

נמצאות על  A ,B ,U ,V ,C כך שהנקודות V-ו U נחתכים בנקודות -ו  המעגלים

 EF הישר. F-ו E במשולש יקראו  C-ו B-עקבי חוצי הזוויות מ. המעגל החוסם בסדר זה

מרכז  I תהא. בהתאמה AC-ו ABהנמצאות על הקשתות  Q-ו P בנקודות  חותך את

 Y-ו X בנקודות חותכים שנית את  QI-ו PI הישרים. ABC המעגל החסום במשולש

 .BC-ל  נחתכים בנקודת ההשקה של  VY-ו UX הראו כי הישרים. התאמהב

. (צלעות 7בעל ) משוכלל צולעקודקודים של מה הןנקודות כחולות ש 7במישור סומנו  .7

מעגל מגניב הוא מעגל שיש עליו לפחות . אמצעי הקטעים שקצותיהם כחולים סומנו בכתום

 ?כמה מעגלים מגניבים יש. נקודות כתומות 3

f:מצאו את כל הפונקציות הרציפות  .8  אשר מקיימות  0 0f   וגם  

     
   2 2

2

f x f y
f y f x f x f y    
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 דןקבוצת 
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 צורהמצאו את המחלק המשותף הגדול ביותר של כל המספרים מה .1

    1 2 1 3 1 4 1n n n n n    

 .יכול להיות מספר טבעי כלשהו nכאשר 

 

על  Wונקודה , ADעל  Vנקודה , BCעל  Uנתונות בנוסף נקודה . ABCDנתון ריבוע  .2

CD כך ש-AUV 45 UVW  . הראו כיUV  חותך אתAW  בנקודה שנמצאת

 .ABCDעל אחד האלכסונים של הריבוע 

 

לא )המלך חילק לכל אחד מהם כובע בצבע כלשהו . אנשים 011למשתה המלך הוזמנו  .3

כל אדם רואה את הכובעים של כל (. צבעים יכולים להיות לכובעיםידוע מראש אילו 

כל אדם צריך לנחש לכמה אנשים במשתה יש , כשהמלך מכה בפעמון. האנשים האחרים

המלך שמח והמשתה , אם לפחות אדם אחד צודק(. כולל עצמו)כובע בצבע זהה לשלו 

ר אחד עם השני לפני האנשים יכולים לדב. כולם מורעלים במשתה, אחרת. כהלכתו נערך

 ?כיצד יוכלו להציל את עצמם. חלוקת הכובעים

 

שורשי הפולינום  .4
5 4 3 2x ax bx cx dx e      1הם 2 3 4 5, , , ,x x x x x . הראו כי 

           
5

3 3 3 3

1

1 3 1 1 k

k

c a d b e c a d b e x


           

 

 

!בהצלחה   
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 ירדןקבוצת 

 להשתמש במחשבוןאין 

 

על  Wונקודה , ADעל  Vנקודה , BCעל  Uנתונות בנוסף נקודה . ABCDנתון ריבוע  .1

CD כך ש-AUV 45 UVW  . הראו כיUV  חותך אתAW  בנקודה שנמצאת

 .ABCDעל אחד האלכסונים של הריבוע 

 

האם קיימת קבוצה של מספרים שלמים חיוביים  .2 1 2 3 5779, , ,...,a a a a ,סכום הכך ש

 ?קבוצה זאת הוא לא ריבוע שלםשל קבוצה לא ריקה -של כל תת

 

לא )המלך חילק לכל אחד מהם כובע בצבע כלשהו . אנשים 011למשתה המלך הוזמנו  .3

כל אדם רואה את הכובעים של כל (. ידוע מראש אילו צבעים יכולים להיות לכובעים

כל אדם צריך לנחש לכמה אנשים במשתה יש , המלך מכה בפעמוןכש. האנשים האחרים

המלך שמח והמשתה , אם לפחות אדם אחד צודק(. כולל עצמו)כובע בצבע זהה לשלו 

האנשים יכולים לדבר אחד עם השני לפני . כולם מורעלים במשתה, אחרת. נערך כהלכתו

 ?כיצד יוכלו להציל את עצמם. חלוקת הכובעים

 

שורשי הפולינום  .4
5 4 3 2x ax bx cx dx e      1הם 2 3 4 5, , , ,x x x x x . הראו כי 

           
5

3 3 3 3

1

1 3 1 1 k

k

c a d b e c a d b e x


           
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 רותםקבוצת 

 אין להשתמש במחשבון

 

 

הוכיחו כי לפחות אחת משתי התכונות . של מספרים שלמים חיוביים קבוצה Sתהא  .1

 :הבאות מתקיימת

F,זרות , קיימות תתי קבוצות סופיות( א G S  עם
1 1

x F x Gx x 

  . 

0קיים מספר רציונלי ( ב 1r   כך שלכלF S סופית ,
1

x F

r
x

. 

 

1יהיו . נקודה בתוכו Tמשולש ותהא  ABCיהא  .2 1 1, ,A B C  השיקופים שלT  ביחס

,לישרים  ,BC CA AB יהא . בהתאמה  1המעגל החוסם של 1 1A BC . הישרים

1 1 1, ,AT BT CT  פוגשים את  2שנית בנקודות 2 2, ,A B C הוכיחו כי הישרים . בהתאמה

2 2 2, ,AA BB CC  והמעגל נפגשים בנקודה אחת. 

 

2019nיהא  .3  1יהיו . שלם 2 1 2, ,..., , , ,...,n na a a b b b  שלמים חיוביים שונים בזוגות

1נתון שהסדרה . 5n-שאינם גדולים מ 2

1 2

, ,..., n

n

a a a

b b b
 הוכיחו שהיא. הינה סדרה חשבונית 

 .למעשה סדרה קבועה

 

 

!בהצלחה   



 

f:מצאו את כל הפונקציות הרציפות  .8   אשר מקיימות 

     
   2 2

2

f x f y
f y f x f x f y    

  .פתרון     
   2 2

2

f x f y
f y f x f x f y    

 
 

2
0

2 0
2

f
f   לכן 0 0,4f  

 

אם  0 4f   0אז נציבx   ונקבל   4 4 2 2f y f y  

   2 4 2f z f z   

4fאז    אוf אם לא אז הוא מקבל ערכים לא חסומים מלמעלה . לא חסום

אם (. כמו במקרה השני)  8f a   אז 2 12f a   ואזx a  נותן

      8 6 2f a f y f y f y   . 

אז    2 2 4f y f y   לכן   4 4 12f y f y    

 אז    8 8 28f y f y   ואז    4 4f a f y f y    

אבל  f y  4יכול להיות כלz   ולכן  4 4f ay y . 

 אז 

 

אם  0 0f . 

  zיש ערך של , זהותי 0אבל היא לא , הפונקציה מתאפסת 0אם בסביבת 

עבורו   0f z   אבל 2 0f z   ונציבx y z  ונקבל סתירה. 

0nxלכן ניתן להניח     אבל  0nf x   ואז n ny f x אם . כרצוניf  חסומה

אז    0f x f y  , וגם   2 2 0f x f y   אבל  f y f x  לא שואף

 .וזו סתירה, 0-ל



xחסומה מלמעלה אז נציב  fאם  y כך ש- 2 0f x ,  אז . ונקבל סתירה

 .לא חסומה מלמעלה

 (. מערך ביניים)מקבלת כל ערך חיובי 

נציב   2f x    אז    
   2 2

2
2

f x f y
f y f x f y    לכן

    2f x f y C f y    לכלy.  0אבלC  להציב  כי ניתן  1f y .  

לכן     2f y f y. 

אם .  ע"נוכיח חח   f x f z  אז     f x f y f z f y  ,  לכן 

    
2

4 2f x f x f x  

אם   1f A   אז 
2

4 2f A . 

 .לכן בכל צד יש מונוטוניות, ע"או חח 0בכל צד יש 

   
2

4 4 4f A f A.  

xנציב  A   ואז      2f y f A f y f y   )*( 

2xנציב  A   ואז      2 2 2 2f y f A f y f y   

         2 2f A f y f y f y f A f y     

       2f A f y f A f y f y    

   2f A y f A y y     לכלy חיובי 

   2
y

f y f y
A

   לכלy חיובי 

נקבל )*( אבל לפי       2f y f y f Af y  

לכן   
y

f Af y
A

 

אם    g y A f y   אז  g g y y  באותו חצי ישר נקבל g y y.  


