
 01תרגיל 
מצאו את כל השלשות  .0 , ,p m n , כאשרp  ראשוני ,m ו-n שלמים חיוביים ,

3עבורם  27mp n .  
 

3           . פתרון 27mp n  

  23 3 9mp n n n    

 :קל לראות כי מבין שני הגורמים באגף ימין השני יותר גדול
23 3 9n n n    

20 4 6n n   

 
2

0 2 2n   

2כלומר , ולכן השני מתחלק בראשון, pאבל שני הגורמים הם חזקות של  3 9n n  

3n-מתחלק ב  . אבל   2 3 9 3 6 27n n n n      , מתחלק  72לכן בעצם

3n-ב  , 3כלומרn    אבל . 72או  9, 3, 1הואn 3לכן , חיובי שלםn   או  9הוא

 כלומר . 72או  6הוא   nכלומר . 72
36 27mp    324או 27mp   

3pולכן , 3-מתחלק ב mpבכל מקרה  . 33-נחלק ב:  
3 33 2 1m    3או 33 8 1m   

 והיא, לכן יש תשובה אחת בלבד. לא 313אבל , 3הוא באמת חזקה של  9קל לראות כי 
6, 5, 3n m p    

 

mעבורם  n-ו mנתונים מספרים שלמים חיוביים  .2 n הראו כי . זוגי-אי 

  3 5 7m n m n   

 .אינו ריבוע שלם
 

  dאם יש מחלק משותף , אכן. זרים n-ו  mכ כי "ניתן להניח לה. נניח שהוא כן .פתרון

במספרים אז ניתן להחליפם  n-ול m-ל
m

d
-ו 

n

d
ואז המכפלה תחולק בריבוע שלם וזה ,  

 נסמן . עדיין ריבוע שלם
3 , 5 7A m n B m n    

 אז

5 8A B n  

3 7 8B A m  
או שהוא גם מחלק משותף של , 7הוא או  Bושל  Aלכן כל מחלק משותף ראשוני של 

m  ושלn .אבל אמרנו ש-m ו-n אבל . 7לכן כל מחלק ראשוני משותף הוא רק , זרים

mנתון גם כי  n 3לכן גם , זוגי-אי , 5 7A m n B m n    כלומר לא , זוגיים-אי

Aלכן אם . זוגיים-וגם אי, זרים B-ו Aלכן . 7-מתחלקים ב B כל אחד , ריבוע שלם

 לכן , 8מודולו  1זוגי הוא -כל ריבוע שלם אי. זוגי-מהם ריבוע שלם אי

     5 7 3 4B A m n m n m n       

mכלומר . 8-מתחלק ב n אבל  .זוגיm n ולכן זה לא יתכן, יזוג-אי.  



 המספר, n-ו kהוכיחו כי לכל שני שלמים חיוביים  .3  1 2 ... 1 !k k kn k     

-מתחלק ב 1n n  . 

 

1kנתחיל במקרה  .פתרון  . צריך להראות כי  

   1 1 2 ... 2n n n     

   1 1n n n n  

jלכל הטענה נכונה בהנחה ש :kנסיים באינדוקציה על . אבל זה ברור k, ל וכיחנ-k.  
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 ונקבל  nועד  1-החל מ iנסכם זהויות כאלה לכל 
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קל לראות כי      1 1 1
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אבל לפי הנחת אינדוקציה אפילו     1 1 !in n S i    לכלi k , ולכן כמובן גם 

 1 !in n S k  , ולכן   1 1 ! kn n k S   ,ל"מש. 

 

מצאו את כל הפתרונות במספרים טבעיים למשוואה  .4 1 1k mn n   , בהנחה

 .1-ש

 



המספר  .הוא הגורם הראשוני של מספר  pנניח כי  .פתרון 1 1k mn n   

-מתחלק ב 1 1
p

kn , ש ניתן להציגו בצורה 

  2 31

2

k k kp p
pn n r n


   

-מתחלקת ב nחזקה של , כלומר
  21
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k kp p
A p n r n


    . אםn זר ל-p  אז

A זר ל-n ,ואז לא mn לא מתחלק ב-A ,לכן . שזה לא יתכןn מתחלק ב-p. כן ל   
21

1
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k
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n
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 
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1bnמספר זה הו מסוג , זוגי-אי pאם , מצד שני. 1-הוא מספר טבעי שגדול מ  , ולכן

לא יכול  pלכן . 1-ו וגדול ממתחלק במספר טבעי שזר ל mn-לא יתכן ש. n-הוא זר ל

2pכלומר , זוגי-להיות אי  .2ולכן , 7הוא  כל מחלק ראשוני של , כלומרs. 

22 אז 3 k kA n r n    , וכמו שנאמר כבר זה מחלק שלmn . 1אבל אםk   מחלק

, אינו גדול יותר mn-ו Aוכמובן שמחלק משותף מרבי של , 2n-ו Aמשותף מרבי של 

1kלכן . Aהיות אבל הוא צריך ל  . 

22לכן  3A n r n    .אז אפשר לשכתב את המשוואה המקורית בצורה יותר פשוטה:   

 1 1 mn n   

 .2sכאשר 
2 mn v n n   

בכל . 7הוא חזקה של  nלכן כלומר גם . n-מתחלק ב כלומר , 2n-מתחלק ב nלכן 

-מתחלק ב (7שגם הוא חזקה של ) mn, מקרה   
2 21 1 2 2n n n n n      .לכן 

2nוגם  nגם    2זה קורה רק כאשר . 7הם חזקות שלn . 

2sאם    3אז 1 mn  מתחלק גם ב-  4 2 23 1 3 1 3 1    ,7ר חזקה של כלומ 

23-תתחלק גם ב 1 10  . 0,1לכןs  ,כלומר מקבלים אחד מהשניים : 
13 1 2m   23או 1 2m  

 :כלומר יש שתי תשובות, 7בשני המקרים אכן מקבלים חזקה של 

2, 1, 1n m  ,  

2, 2, 3n m  . 

 

 מצאו את כל הפתרונות השלמים למשוואה  .5

 2015 20152 1 2 2 1
x

y    . 

אם זה קורה . אז אחד האגפים במשוואה אינו שלם, שלילי yשלילי או  xאם  .פתרון

2-ניתן להכפיל ב, זמנית-בו y לכן . ושוב רק אגף אחד לא שלם, 0x y  . 

0xאם    20151אז 2 2 1y    2015לכןy . 

1xאם    2015אז 20151 2 2 2 1y     2016לכןy .  



1xהחלק הקשה בשאלה הוא לפסול את המקרה . אלה שתי התשובות היחידות  , ואנו

 :נציג שתי הוכחות
 

20152קל לראות כי . 9נסתכל על המשוואה מודולו  .הוכחה ראשונה 1 וכי , 3-מתחלק ב

 62 1 mod9 הרי  לכן , 6-מתחלק ב 7212, ט אוילרלפי משפ 

   2015 2015 52 1 2 0 2 5 mod9
x

     

לכן בהכרח  2 4 mod9y  , 6כלומר 2y k . 

 לפי משפט פרמה, 17-מתחלק ב 2016-מכיוון ש. 13כעת נסתכל על המשוואה מודולו 

 2015 12 2 14 / 2 7 mod13    

כמו כן    
26 22 8 5 25 1 mod13      ,ולכן נקבל 

 8 7 4 1 mod13x     

, 8, 6לכן באגף שמאל נוכל לקבל רק . 8או  1הן רק  13מודולו  8אבל חזקות של  

 .לא נקבל שוויון כלומר בשום אופן, 12או  3ובאגף ימין נקבל רק , 7או  17
 

 :1נפתח סוגריים ונקזז  .הוכחה שנייה
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2015yלכן , לכן גם הימני, 20152-האגף השמאלי מתחלק ב  ולכן  
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1-באגף שמאל הכול חוץ מ x 20152-גדולה מ 7ואגף ימין הוא חזקת , 20152-מתחלק ב ,

1לכן גם  x 1לכן . 20152-מתחלק ב x כלומר ניתן לכתוב , 16-מתחלק ב

16 1x k   . 12מודולו  7חזקות של . 12כעת נסתכל על המשוואה המקורית מודולו 

ולכן , 8במחזורים של  8-ו 1 ,2 ,4, 8, 2, 7, 1הם  20152 8 mod17 , ואז 

   
16 1

7 8 2 1 mod17
k y

    

   
1

7 8 2 1 mod17y
    

35אבך , 12-מתחלק ב 32נשים לב כי  5 7  , ולכן 1
7

5 mod17 . לכן   

 4 13 5 8 2 1 mod17y       

 3 2 mod17y 

 .שרשמנו 7הוא לא ברשימה של חזקות  3אבל 
  

ומגדירים שתי סדרום מספרים  kם מספר טבעי בוחרי .6 na ו- nb: 
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b b k b
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2, טבעי nהראו כי לכל  3n na b  הוא שלם. 



 

באמצעות : י'פיבונצנגדיר סדרת  .פתרון
1 2 1f f  , ונוסחת נסיגה

2 1 1n n nf f f    .

0: באמצעות נוסחת הנסיגה ניתן להמשיך את הסדרה גם לאחור 0f  ,
1 1f  ,

2 1f   קל לראות כי . 'וכוnf

na k ואפשר להמשיך את , במצבים בהם היא הוגדרה

 :נגדיר סדרה נוספת. ואותה נוסחת נסיגה, הסדרה לאחור כך שתתקיים אותה נוסחה
2
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nf
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0nמבקשים להראות כי לכל   ,
nc אבל בעצם ניתן . שלם

nc  2מוגדרת לכלn   . 
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1,0,1,2nעבור  כלומר    המספריםnc טבעיים. 

 

1mp-אבל לא ב mp-מתחלק ב ncנניח כי   .  

 

 :'יבונצנוכיח זהות על מספרי פ

         4 23 *n n nf f f    

 

-הזהות שקולה ל: נעביר אגפים, אכן 4 2 2 2n n n n nf f f f f        כלומר

3 2 1n n nf f f   , וזה נכון. 

 

3: ניתן לכתוב כך nbאת נוסחת הנסיגה של 

2 1 1n n nb b b   . זה גורר זהות עלnc:  

2 2 4 2 2
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נה בשני האגפים הוא זהה עקב כהמ *, ולכן 

 2 233

2 1 **nf

n n nc c c k 

     



אנחנו רוצים להראות שמספרים 
nc נניח באינדוקציה שהוכחנו עד . טבעיים

1c  כולל .

2-כלומר בעצם צריך להראות ש 233

1

f
c k 




  מתחלק ב-c. 

-זר ל kכי , קודם נוכיח
mc. נניח כי ל-k ול-

mc חלק משותף יש מp.  קל לראות כי אז

 0 1 1 modc c p  ,לפי  ובאינדוקציה ** , מקבלים 1 modmc p  לכלm .

-זר ל kלכן 
mc. 

 כי, מכאן נסיק
mc זר ל-

1mc 
mלכל   N . לפי ** ( כשמציביםn m  או

1n m  לששאם יש מחלק ראשוני משותף , רואים זא 
mc ו-

1mc 
הוא מחלק גם של  

-זר ל k אבל קודם הוכחנו כי, kולכן גם של  kחזקה של 
mc. 
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כלומר הצלחנו להציג את . שלם Dאשר גם כ
2c   כשבר עם מכנהc  וגם כשבר עם

3מכנה 

1c  ,המכנה הוא מחלק גם של , לאחר צמצום של השבר. כאשר אלה מספרים זרים

c  3 וגם של

1c  , 2לכן  .1כלומרc  מספר שלם. 

 


