
  חזקת נקודהתרגיל בנושא 

  שאלות

0 .)IMO Shortlist 2008, G1 (ABC משולש חד זויות ,H נקודת מפגש הגבהים ,A0, 

B0, C0  אמצעי הצלעותBC,CA,AB המעגלים דרך . בהתאמהH  עם מרכזים ב

A0,B0,C0  חותכים אתBC, CA, AB  בנקודותA1,A2,B1,B2,C1,C2 בהתאמה .

  . על מעגל אחד A1,A2,B1,B2,C1,C2הראה שהנקודות 

1. )IMO 2004, Q1 (ABC  כך ש משולשAB≠AC . המעגל שקוטרוBC  חותך את

חוצי הזוויות . BCאת אמצע  Oנסמן ב . בהתאמה Nו  Mבנקודות  ACו  ABהצלעות 

על יש נקודת חיתוך  BMR ,CNRמעגלים ל הוכח כי. R-ים בחתכנ BAC ,MONשל 

BC.  

2. )IMO Shortlist 2008, G2( ABCD עם  טרפזAB||CD . נניח שקיימות נקודותE 

. שוות CBF ,DAEכך שהזוויות , AD בתוך הקטע F ו, BCמחוץ לקטע  BC קועל ה

נניח ש . EFא האמצע של יה K. בהתאמה AB ,CDעם  EFהם חיתוכים של  J ,Iנקודות 

K  לא נמצאת על הקוAB .המרובע  הוכח כיKAIB המרובע אם ורק םחסום א CDJK 

  .חסום

3.  )IMO Shortlist 2006, G5 (ABC משולש ,J  מרכז המעגל החסום מבחוץ לצלע

BC , נקודות השקה של המעגל עםBC  והמשכיAB ,AC  הםB1 ,C1 ,A1 בהתאמה .

מעבירים גובה  JDC1במשולש . בזווית ישרה Dבנקודה  ABפוגש את הצלע  A1B1הישר 

C1E . חשב את הזוויותAEB1, BEA1.  

4. )IMO Shortlist 2007, G7 ( במשולשABC כל הזוויות חדות ,β γ>. AD הוא 

ל וטר שקשווה ל AKכך שאורך , D-מעבר ל ADנמצאת על המשך של  Kונקודה , גובה

חותך  F ,DI-ב BCחותך את  ABC .KI- הוא מרכז המעגל החסום ב  I. המעגל החוסם

  . E-ב ACאת 

3βאז  IE = IFהוכח כי אם  γ≤.  

   



  והערות רמזים

0  .  

ונקודת החתיוך , קווי המרכזים הם קווי אמצעים לכן מאונכים לגבהים –רמזים . א

עכשיו מקבלים שכל ארבע ציקליות . הנוספת של כל שני מעגלים היא על הגובה

  .ומשיקול של צירים רדיקליים סיימנו

  .היא מרכז המעגל O –אפשר להראות יותר מזה . ב

, טריגו, גיאומטריה אנליטית, וקטורים –אפשר לפתור בעוד הרבה דרכים . ג

  .מרוכבים

1.   

 .ARלכן נקודת החיתוך הנוספת נמצאת על , על הציר הרדיקלי A –רמזים . א

 Rבעצם , MNאנך אמצעי ל  ORנובע מכך ש –ציקלי  AMRNנותר להראות ש 

  . MONאפילו מרכז המעגל החסום ב 

, )ולא רק על הקו( BCחשוב להוכיח שהנקודה היא בקטע  –צריך לשים לב . ב

צריך לחשוב על , צריך לחשוב על המקרה התיאורטי בו המעגלים רק משיקים

   .מיקום של נקודות

2 .  

בטא את המשוואות המתקבלות כתלות . ציקלי CDFE, ציקלי AEBF - רמזים . א

  . FEו  FJ ,I F ב

ביחס  EFעל  Kמיקום , BCיכולה להיות משני צדי  E - צריך לשים לב . ב

  .יכול להשתנות I,Jלנקודות 

  .אפשר לפתור גם עם הטלה פרויקטיבית. ג

3 .  

 ,C1Dביחס למעגלים עם קטרים  Jלהסתכל על החזקה של  –רמזים . א

A1B,AB1 . כי ( מעלות 90 –התשובהE על שלושת המעגלים.(  

והמרובעים , על ישר אחד C,E,C1אפשר גם לפתור מתוך האבחנות ש . ב

BEA1D  וADEB1 אפשר לשים לב ש, לחילופין. ציקלייםAB=AC , וABC 

. מעלות והומותטיה מאותה נקודה 90הדמיון מורכב מסיבוב של . B1A1Jדומה ל 

מרכז  C1נובע ש . DA1Jחוצה זווית  A1C1ציקלי ולכן  JA1BC1, בנוסף

מכאן נסיק שמרכז . A1Jביחס לצלע  B1A1Jהמעגל החסום מחוץ למשולש 

  .וסיימנו Eההומתטיה היא 



  ).אין דרגות חופש(ניתן לפתור גם עם גיאומטריה אנליטית . ג

4 .  

=KIDהוכח כי  –רמזים . א
���

�
על  Aהנקודה ההפוכה ל  – P –בניות מרכזיות . 

אנך אמצעי ל  AM. עם המעגל החוסם AIנקודת החיתוך של  – M, המעגל החוסם

KP .J מרכז המעגל החסום מחוץ לBC .BCIJ  על מעגל שמרכזוM .B'  שיקוף

ציקלי וחזקה  'IJCB, ציקלי KDB'Cכעת . גם על המעגל – AMביחס ל  Bשל 

על  N. על מעגל זה Kהנקודה ההפוכה ל  IDKJ .Nנותנת לנו ציקליות של  Aשל 

BC ,KM  אנך אמצעי לIJ , לכן עובר דרךN .  

לצלעות  Iאפשר לפתור גם עם ציקליות ודמיון משולשים על ידי בניית אנכים מ . ב

  . ADול 

אם ). ואז שוויון(או ציקלי ) ואז אי שוויון חד(דלתון  CEIFהסיום מתחלק ל . ג

  . ל"אפשר להוכיח בלי הנ, הוא דלתון

 .ל"משולשים כנזה נותן דמיון , AIאפשר גם להשתמש בנוסחה לאורך . ד

   



  :שאלות נוספות רלבנטיות, במידה ונותר זמן

5) .IMO Shortlist 2009, G2( ABC  משולש עם מרכז מעגל חוסםO . הנקודותP,Q 

עובר שרך אמצעי הקטעים  kהמעגל . בהתאמה AC,ABהן נקודות פנימיות של הצלעות 

BP ,CQ  וPQ . הוכח שאםPQ  משיק למעגלk , אזOP=OQ.  

6 .ABCD  טרפז עם צלעות מקבילותAB>CD . הנקודותK  וL  נמצאות על הקטעים

AB  וCD  בהתאמה כך שAK/KB=DL/LC . נניח שיש נקודותP,Q  על הקטעKL 

  .ציקלי PQBCהוכח ש . CQD=ABCו  APB=BCDשמקיימות 

חותכים את המעגל  AP ,BP ,CPהקווים . ABCנמצאת בתוך משולש  Pהנקודה . 7

חותך את  Cהמשיק למעגל החוסם ב . בהתאמה K,L,Mשוב בנקודות  ABCהחוסם של 

  .MK=MLאם ורק אם  SC=SPהוכח כי . Sב  ABהקו 

8 .ABCD מרובע קמור .P  וQ  נקודות בABCD  כך שPQDA  וQPBC  מרובעים

הוכח . PBE=QCEו  PAE=QDEכך ש  PQעל הקטע  Eנניח שיש נקודה . ציקליים

  .ציקלי ABCDש

שני מעגלים שעוברים דרך . CFו  BEמורידים גבהים , ABCבמשולש חד זויות . 9

הוכח . Qל  Cנמצאת בין  Bכך ש  Qו  Pבנקודות  BCמשיקים לישר  Fו  Aהנקודות 

  .AEFנחתכים על המעגל החוסם של  QFו  PEשהישרים 


