5. במעגל כתובים 2015 מספרים טבעיים כך שההפרש בין כל שני מספרים סמוכים שווה למחלק המשותף המקסימלי שלהם. מצאו את המספר הטבעי הגדול ביותר 
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, כך שמכפלת 2015 המספרים הנתונים מתחלקת בו בהכרח.

תשובה. 
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פתרון. נתחיל מלהוכיח, שאין מספר גדול יותר שכולם מתחלקים בו. בשביל זה נמצא דוגמה של מספור, שבו מתקבלת מכפלה כזאת בדיוק. 

1 2 1 2 1 2 1 . . . 1 2 1 2 4 3 2
קל לראות שמספרים אלה מקיימים את התנאים (2 יכול להיות ליד 1 או 3 או 4 לפי הכללים, גם 4 יכול להיות ליד 3, וזה כל הזוגות שיש בסדרה שלנו).

בדוגמה זו יש 1007 פעמים 2, ובנוסף אחדים, שלוש, ו-4, לכן המכפלה שיוצאת היא 
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נראה שכל סידור חוקי אחר של מספרים במעגל מתחלק במספר זה. לא יתכן שבסידור חוקי יש שני מספרים אי-זוגיים ברצף. הרי הפרשם זוגי, לכן לפי הכללים מחלק משותף מרבי שלהם חייב להיות זוגי, אבל המספרים אי-זוגיים. לכן מבין כל שני מספרים רצופים יש אחד זוגי. לכן יש לפחות 1008 מספרים רצופים במעגל (לו היו 1007 מספרים זוגיים, היו שניים אי-זוגיים סמוכים). 

לכן יש גם שני מספרים זוגיים סמוכים. אחד מהם מתחלק ב-4, אחרת יש 
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, והפרשם מתחלק ב-4, אבל הם לא מתחלקים ב-4 בניגוד לדרישות.

ובכן, יש מספר שמתחלק ב-4 ועוד לפחות 1007 מספרים זוגיים, לכן מכפלת על המספרים מתחלקת ב-
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נשאר להוכיח שהמכפלה תמיד מתחלקת ב-3, כלומר שלפחות מספר אחד במגל מתחלק ב-3. אם לא, אז לפי שארית חלוקה ב-3 כל מספר במעגל הוא מאחד משני סוגים: או 
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. מספרים סמוכים הם בהכרח מסוגים שונים, כי אחרת הפרשם מתחלק ב-3 ואז לפי הכללים שניהם מתחלקים ב-3, בניגוד להנחה. לכן יש שני סוגים של מספרים במעגל, שבאים לסירוגין, וזה בלתי אפשרי, הרי המעגל הוא באורך אי-זוגי.
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