2. נתונה רצועה שמורכבת מ-2n משבצות. המשבצות האלו ממוספרות משמאל לימין באופן הבא: 
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. על הרצועה עומד כלי, ובכל צעד מזיזים את הכלי באותו מספר משבצות שכתוב על המשבצת עליה הוא עומד (ימינה, אם המספר חיובי ושמאלה אם המספר שלילי). ידוע כי לא משנה באיזו משבצת נתחיל, הכלי יעבור בכל משבצות הלוח. הוכח כי המספר 2n+1 הינו מספר ראשוני.
פתרון. נניח שהמשבצות עומדות במעגל, ונוסיף עוד משבצת משמאל ל-1 (ומימין ל-
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) שבה רשום 0 (כמובן, לא חייבים לבקר בה). אז אפשר להחליף את כל המספרים במספרים חיוביים שקטנים יותר מ-
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: למשל את 
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 להחליף ב-
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, את 
[image: image6.wmf]2

-

 להחליף ב-
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 להחליף ב-
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. אז בעצם המשחק מתנהל על רצועה מעגלית שמשבצותיה ממוספרות 
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, וכל מהלך לוקח מגדיל את מספר המשבצת פי 2, וכאשר מקבלים מספר גדול מ-
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, המספר שמתקבל מוחלף בשארית שלו בחלוקה ל-
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. מטרת המשחק היא לעבור על כל המשבצות חוץ מ-0.
אם המספר 
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 אינו ראשוני, אז לו מחלק ראשוני אי-זוגי p. אם נתחיל במשבצת שמספר שלה מתחלק ב-p, גם במהלך הבא נהיה במשבצת שמספרה מתחלק ב-p. גם ההפך נכון: אם 
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 או 
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 מתחלק ב- p, אז 
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 גם מתחלק ב- p. לכן אם נתחיל במשבצת שמספרה מתחלק ב- p, כל המשחק יתנהל על משבצות שמספריהם מתחלקים ב-p, ואז לא נעבור על כל המשבצות, וגם אם נתחיל במשבצת שמספרה לא מתחלק ב- p, כל המשחק יתנהל על משבצות שמספריהם לא מתחלקים ב-p, וגם אז לא נעבור על כל המשבצות. כלומר בכל מקרה לא נעבור על כל המשבצות.
לכן אם הצלחנו לעבור על כל המשבצות, 
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 בהכרח ראשוני.

הערה למתקדמים. גם לא לכל ראשוני נעבור על כל המשבצות. התנאי הנוסף הוא ש-2 הוא שורש פרימיטיבי מודולו 
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