5. במדינה יש 100 ערים ומספר כבישים. כל כביש מחבר שתי ערים, ואין כבישים שנחתכים. בעזרת הכבישים ניתן להגיע מכל עיר לכל עיר. הוכח כי ניתן לבחור כמה כבישים, שיקראו כבישים ראשיים, כך שמכל עיר יצא מספר אי זוגי של כבישים ראשיים. הערה: אין צורך שהכבישים הראשיים יחברו בין כל הערים.
פתרון. נתונה קשירות, לכן נבחר מסלול פשוט (חסר מעגלים, ניתן לעשות זאת ע"י הורדת המעגלים אחד אחד) כלשהו 
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 בין כל שני ערים שונות  (כאשר 
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). נאמר שכביש הוא ראשי אם הוא מוכל בכמות אי זוגית של מסלולים מבין 
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 (ואם לא אז איננו ראשי).
כעת נראה כי מתקיימת התכונה הדרושה: נבחר 
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כלשהו ונניח כי הכבישים היוצאים נעיר זו הינם 
[image: image6.wmf]12

{,,...,}

kl

eee

+

כאשר 
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 ראשיים ו-
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 לא ראשיים. נסמן ב- 
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 את כמות הכבישים שאחד מקצבותיהם 
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 במסלולים 
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 (סופרים כביש מספר פעמים אם הוא בכמה מסלולים שונים). נסמן גם ב- 
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 כאשר 
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 את כמות הכבישים שאחד מקצבותיהם 
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 במסלול 
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, נסמן גם ב- 
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 כאשר 
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 את כמות הפעמים שהכביש 
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 נמצא במסלול כלשהוא מבין 
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אז מההגדרות ברור כי 
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 כי ניתן לספור את 
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לפי המסלולים או לפי הכבישים עצמם. 
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 כי מהגדרת הכבישים הראשיים 
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 אי זוגי לכל 
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 ואחרת זוגי. כלומר 
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 אז 
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 זוגי, למעשה 
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 כי או שהמסלול 
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 לא עובר דרך 
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או שבשלב מסויים במסלול "מגיעים" ל-
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 עם כביש כלשהו ואז "יוצאים" משם עם כביש אחר ולא מגיעים פעם נוספת כי המסלול פשוט. אם 
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 אז 
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 אי זוגי, למעשה 
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 כי מתחילים ב-
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 או מסיימים שם (בה"כ מסיימים, כיוון לא חשוב) ולכן נכנסים לשם בסוף ולא יוצאים ונכנסים פעמים נוספות כי אז יווצר מעגל. מאלו נובע כי 
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 אי זוגי כי כל המחוברים זוגיים פרט ל-99 מחוברים אי זוגיים 
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. כלומר 
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 אי זוגי וגם הראנו 
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ומכך נובע כי 
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 אי זוגי.
כלומר יוצאים מהעיר 
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כמות אי זוגית של כבישים ומכלליות 
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