2. אלכסוניו של מרובע קמור ABCD מאונכים ונחתכים בנקודה O. נתון שסכום רדיוסי המעגלים החסומים במשולשים AOB ו-COD שווה לסכום רדיוסי המעגלים החסומים במשולשים BOC ו-DOA. הוכח כי:

א. ניתן לחסום מעגל במרובע ABCD.

ב. מרובע ABCD סימטרי ביחס לאחד האלכסונים שלו.

פתרון. נסמן:           AB = a, BC = b, CD = c, DA = d
OA = x, OB = y, OC = z, OD = t
טענה. לכל משולש יש זווית KLM, שבו M זווית ישרה, וצלעותיו 
k = LM, m = KL, l = KM
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רדיוס של המעגל החסום מתקבל לפי נוסחא: 
[image: image13.png]


.
הוכחת טענה. יהי J מרכז המעגל החסום, ונקודות השקה של מעגל החסום עם צלעות k, l, m הן Q, S, T. 
שתי משיקים מנקודה כלשהי למעגל שווים באורכן, לכן MQ = MS, KS = KT,  LQ = LT. מכאן רואים ש-JQMS הוא ריבוע, ושצלעותיו שווים ל-r. 
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מש"ל.
ובכן, נשתמש בטענה הזאת בשביל לרשום את התנאי שנתון: שני רדיוסים של מעגלים שחסומים במשולשים ישרי זווית שווים לסכום של שני רדיוסים אחרים:
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נכפיל ב-2, נצמצם ונחליף סימן: 
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. וזה בדיוק אומר שמרובע חסום, וזה פתרנו את סעיף א. עבור סעיף ב' נציג שני פתרונות.
פתרון ראשון (לסעיף ב'). לפי משפט פיתגורס
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ובכן נסמן 
[image: image6.wmf]macbd

=+=+

  ,  
[image: image7.wmf]2222

nacbd

=+=+

.

אז לפי משפט ויאטה, שורשי משוואה 
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,  הם מצד אחד, 
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  ומצד שני 
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. לכן זה אותו זוג מספרים (כלומר או ש-
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 או להפך 
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). בכל מקרה, המרובע הוא דלתון, והוא סימטרי ביחס לאחד האלכסונים.
פתרון שני (לסעיף ב'). נניח שהמרובע לא סימטרי ביחס לאף אלכסון. אז OA לא שווה ל-OC, ואפשר להניח ללא הגבלת הכלליות OA < OC. באופן דומה ניתן להניח כי OB < OD.
תהיה 'B נקודה סימטרית ל-B ביחס ל-O, ובאופן דומה 'A נקודה סימטרית ל-A ביחס ל-O. אז מרחק מ-B לכל נקודה בישר OAC'A שווה למרחק מ-'B לאותה נקודה. לכן 'CB = CB, ובנוסף 'AB = AB. באופן דומה 'B'A = 'AB, ובנוסף D'A =  AD. בסעיף א' הוכחנו כי AB + CD = BC + AD, וזה שקול לזהות 

'B'A + CD = C'B + D'A
מצד שני, אם נסמן ב-X את נקודת חיתוך אלכסוניו של מרובע קמור CD'A'B,
'B'A + CD < 'XA + 'XB + XD + XC = C'B + D'A
וזה סתירה לנוסחה שקיבלנו. מש"ל.
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