1. מכונה מחליפה לירות לדינארים ובחזרה. לירה עולה S דינארים, דינאר עולה 1/S לירות, כאשר S לאו דווקא מספר שלם. למכונה אפשר להכניס כמות כלשהי של מטבעות מסוג אחד, והיא מוציאה מטבעות מהסוג השני, כאשר היא מעגלת את כמות המטבעות שהיא צריכה להוציא למספר השלם הקרוב (אם יש שני שלמים הכי קרובים, לוקחים את הגדול יותר).
א. האם יתכן שכאשר נבצע המרה מלירות לדינארים, ואז שוב מדינארים ללירות, נקבל יותר לירות מאשר היו לנו בהתחלה?

ב. אם כן, האם יתכן שמספר הלירות יגדל פעם נוספת כאשר נחזור על הפעולה שבסעיף א'?

תשובה. א. כן. ב. לא.

פתרון. א. דוגמה: נניח שדינאר עולה 10 לירות, ובהתחלה יש לנו 26 לירות. 
אז בהמרה ראשונה ניקבל 3 דינארים, שבהמרה השנייה זה יהפוך ל-30 לירות.

ב. אנחנו נוכיח את הטענה הבאה:

טענה. כשממירים ממטבע יקר יותר למטבע זול יותר ובחזרה, הערך לא יעלה.

מהטענה קל להסיק שבפעם השנייה כאשר ממירים מלירות לדינארים ובחזרה הערך לא יעלה. אכן, נניח שהיו A לירות, שהפכנו אותם ל-B דינארים, אז ל-C לירות, אחר כך ל-D דינארים ושוב ל-E לירות. נוכיח שבכל מקרה C = E.

אם דינאר שווה ללירה בערכו (כלומר 1 = S) אז הכל ברור: E = D = C. 

אם דינאר זול יותר מאשר לירה, אז C = E לפי הטענה.
אם דינאר יקר יותר מלירה, אז לפי הטענה B = D. לכן גם C = E, הרי C לירות זה מה שמכונה עושה מתוך B דינארים, ו-E לירות זה מה שמכונה עושה מתוך D דינארים.

ובכן, נשאר להוכיח את הטענה.

הוכחת הטענה. כאשר ממירים את הסכום ממטבע שערכו X למטבע שערכו Y אז הסכום מעוגל לכפולה שלמה של Y, והוא משתנה ב-Y/2 לכל היותר.

לכן עם בהתחלה היה לי סכום של N לירות, וערכו היה NX כאשר X הוא הערך של לירה, אז אחרי המרה ראשונה יהיה לי בערך אותו סכום בדינארים עם סטייה של Y/2 לכל היותר, וזה פחות מ-X/2. לכן כאשר נמיר את זה ללירות בחזרה, המכונה תחפש כפולה שלמה של לירה שקרובה ביותר לסכום שיש לי כרגע, וזה הסכום המקורי, כי הפרש בין הסכום המקורי לסכום הנוכחי הוא פחות מחצי לירה.
