5. על הלוח רשומים 101 המספרים: 1², 2²,..., 101². בפעולה אחת, בוחרים שני מספרים מתוך אלה שעל הלוח, מוחקים אותם, וכותבים במקומם את הערך המוחלט של ההפרש ביניהם. מה המספר הכי קטן שניתן לקבל לאחר 100 פעולות?
תשובה. 1
פתרון. על הלוח יש מספר אי-זוגי של מספרים אי-זוגיים, וכך זה יישאר עד סוף המשחק: זוגיות של סכום כל המספרים לא משתנה. לכן לא יתכן שבסוף המשחק יישאר 0.

נשאר להסביר, כיצד להשאיר 1. 

מתוך הפרש של 2(1+N) ושל 2N זה 1+N2.

באופן דומה, הפרש של 2(3+N) ושל 2(2+N) זה 5+N2.

5+N2 פחות 1+N2 שווה 4.

כך מתוך ארבעה ריבועים רצופים, למשל 1012, 1002, 992, 982, אפשר לעשות 4. 

נחלק את כל המספרים על הלוח שגדולים מ-52 לרביעיות כאלה, ונעשה פעולות כאלו על כל רביעייה. אחרי זה יהיו על הלוח הרבה (יותר מ-20) פעמים 4 ועוד חמישה ריבועים ראשונים: 1, 4, 9, 16, 25.

נחסיר בין 16 ל-9 ונקבל 7. נחסיר מ-25 את 4 שש פעמים, ונקבל 1. אז על הלוח יהיה: 
1, 1, 7, ועוד הרבה פעמים 4.

נחסיר מ-7 את 4 ונקבל 3. 

עדין יש הרבה פעמים 4 על הלוח. אפשר לקחת 4 ו-4 ולהחסיר אותם, נקבל 0.

אפשר להחסיר את ה-0 הזה מכל מספר אחר והוא יעלם. כך אפשר לחסל זוגות של 4 ו-4.

אחרי שנחסל זוגות כאלה יישארו:

1, 1, 3 ואולי 4 פעם אחד.

אם נשאר 1, 1, 3 וזהו, אז מחסירים מ-3 את שני האחדים ומקבלים 1.

אם נשארו 1, 1, 3, 4 אז מחסירי מ-4 את 3, נשאר 1, 1, 1, מחסירים שני אחדים, ומחסירים את 0 מ-1. בכל מקרה יישאר 1.

