5. על המישור מונחת מחט. מותר לסובב את המחט ב-°45, עם כיוון השעון או נגדו, סביב כל אחד מקצותיה. האם ניתן, לאחר מספר סיבובים, להגיע למצב שבו המחט במיקומה המקורי, אך כך שקצותיה התחלפו?
תשובה. לא.

פתרון. למען נוחות, נסמן 
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. אפשר להניח ללא הגבלת הכלליות שאורך המחט 1, ושבהתחלה המחט אופקי והקצה השמאלי שלו נמצא בראשית הצירים. 
אז קל לראות שהפרש בין שני קצוות המחט בכל רגע הוא אחד מבין 8 ווקטורים : 
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טענה 1. בכל רגע נתון קואורדינאטות של כל קצה של מחט אפשר לרשום בצורה 
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, כאשר k, l, m, n שלמים.
הוכחת טענה 1 – באינדוקציה. בתחילת התהליך כצוות המחט 
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נניח שלפני פעולה מספר N שני קצוות המחט הם מהסוג שתיארנו. אחרי פעולה מספר N קצה אחד מקיים את התנאי כי הוא לא זז, וקצה אחר מקיים את התכונה כי הפרש בין הקצוות הוא אחד משמונה ווקטורים שתיארנו, וכאשר מוסיפים וקטור כזה לווקטור מהסוג 
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 מקבלים שוב ווקטור מהסוג הזה.
טענה 2. אם יש נקודה שמיוצגת בתור 
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, כאשר k, l, m, n שלמים, 
אז המספרים השלמים האלה מוגדרים בצורה חד-משמעית.

הוכחת טענה 2. נניח כי 
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, כאשר k, l, m, n, s, t, u, v שלמים. אז 
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. במילים אחרות 
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אז או שהמספר 
[image: image10.wmf]2

2

ks

tl

a

-

==

-

 רציונלי (וזה לא יתכן), או 
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, ואז 
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באופן דומה מוכיחים כי 
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ובכן, בכל מצב כל קצה נמצא בנקודה מסוג, 
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, כאשר k, l, m, n שלמים ומוגדרים בצורה חד-משמעית. אנחנו נקרא לנקודה כזאת נקודה שחורה אם k + l + m זוגי, ונקודה לבנה אם k + l + m אי-זוגי. 
נוכיח שבכל רגע של תהליך קצה הראשון של המחט נמצא בנקודה שחורה, והשני בנקודה לבנה (מזה יתקבל ישר שאי-אפשר להחליף בין קצוות המחט, אפילו אי-אפשר להבי את הקצה הראשון של המחט לנקודה שבה היה הקצה השני).

אכן, תמיד שני קצוות המחט נמצאים בנקודות בעלי צבעים שונים, הרי הפרש בין קצוות המחט זה אחד מבין 8 הווקטורים 
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, כלומר k, l או m שלהם שונים ב-1, וכל המספרים האחרים שווים. בכל סיבוב אחד מקצוות המחט נמצא בנקודה עם אותו צבע כי הוא לא זז, לכן גם קצה האחר נשאר אם נקודה באותו צבע (ששונה מהצבע שלו). מש"ל.
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