2. נתונה פונקציה  f (x). ידוע שכל ישר במישור הקרטזי חותך את הפרבולה y = x² ואת גרף הפונקציה y = f (x) במספר שווה של נקודות. הוכיחו כי לכל x,  f (x) = x².
פתרון. נחשב את משוואת הישר המשיק לגרף של y = x² בנקודה (a, a2).

שיפוע המשיק שווה לנגזרת בנקודה = 2a. לכן משוואת הישר y = 2ax + b.

את b צריך לבחור כך שהישר יעבור דרך (a, a2), והישר יוצא y = 2ax – a2.
טענה. למשיק יש רק נקודה משותפת אחת עם הפרבולה.

הוכחת הטענה. מערכת משוואות:

y = x²
y = 2ax – a2
גוררת x2 = 2ax – a2 שזה שקול ל- x2 – 2ax + a2 = 0 ז.א. (x – a)2 = 0.
זה מתקיים רק כאשר x = a, ולפי משוואה ראשונה במערכת גם y מוגדר חד-משמעית.
מסקנה מהטענה. דרך נקודה מתחת לפרבולה y = x² אפשר להעביר ישר שאין לו  אף נקודה משותפת אם הפרבולה.
אכן, ניקח נקודה A מתחת לפרבולה. ניקח נקודה על הפרבולה שהיא מעל A, ונעביר בה משיק. המשיק נוגע בפרבולה רק בנקודה אחת, וכל הנקודות האחרות של הפרבולה נמצאים מעליו. נעביר ישר דרך A שמקביל למשיק זה, אז הפרבולה נמצאת מעליו.

עכשיו קל לפתור את השאלה. על הגרף של הפונקציה f אין אף נקודה שנמצאת מתחת לפרבולה y = x², כי דרך כל נקודה כזאת אפשר להעביר ישר שלא נוגע בפרבולה. תהיה B נקודה על הגרף של y = x² . הגרף של  f  חייב להכיל נקודה אחת בדיוק של המשיק ב-B. זאת לא יכולה להיות נקודה שהיא לא B, כי כל הנקודות האלו מתחת לפרבולה. לכן גרף של  f  מכיל כל נקודה שעבורה y = x² . כלומר הגרף של  f  מכיל את הפרבולה.

הוא לא יכול להכיל נקודות נוספות, כי על כל ישר אנכי הוא מכיל רק נקוה אחת. 

לכן הגרפי של של y = x² ושל  f  מתלכדים. מש"ל.
הערה. אנחנו לא משתמשים באף תכונה מיוחדת של הפרבולה חוץ מקמירות. לכן אותו הדבר יעבוד לכל פונקציה קמורה.
