5. 2000 אנשים נרשמו לאתר אינטרנט חדש. כל אחד הזמין 1000 אנשים אחרים מהאתר להיות חברים שלו. שני אנשים הם חברים אם ורק אם כל אחד הזמין את השני. מה המספר המינימאלי של זוגות חברים באתר?
תשובה. 1000
פתרון. נספור כמה זוגות של אנשים יש בין 2000 אנשים.

אדם אחד אפשר לבחור ב-2000 דרכים, אדם נוסף ב-1999 דרכים, וכך יוצא 
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 זוגות, אבל כאן ספרנו כל זוג פעמיים (קודם אחד ואחר כך שני, או קודם השני ואחר כך הראשון) לכן יש סה"כ 
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 זוגות.

כמות ההזמנות הכוללת היא 
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, הרי כל איש הזמין 1000.

כל זוג שיש בו שני הזמנות הוא זוג חברים. נניח שכמות של זוגות כאלו הוא K.

אז כמות של זוגות ועוד כמות של זוגות שבהן היו שתי הזמנות גדול או שווה לכמות ההזמנות (הרי עלולות להיות זוגות עם 0 הזמנות). לכן
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נשאר להביא דוגמא שבה יש 1000 זוגות חברים. נעמיד את 2000 האנשים במעגל. כל איש יזמין את 1000 אנשים הבאים אחריו לפי כיוון השעון. אז יוצא שרק האנשים המנוגדים על המעגל יזמינו זה את זה, כלומר יהיו רק 1000 זוגות חברים.

הערה. אפשר לחסוך חישוב. אכן, באי-שוויון שרשמנו השוויון יתקבל כאשר אין זוגות שבהם 0 הזמנות. הדוגמא שלנו היא בדיוק כזאת, כלומר בכל זוג לפחות אחד הזמין את השני. לכן ברור שהדוגמא שלנו היא מינימלית, אפילו בלי לחשב את המספרים שיוצאים באי-שוויון.
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