5. האם אפשר לרצף לוח בגודל 2003(2003 באבני דומינו בגודל 2(1 שאפשר להניח רק בצורה אופקית, ומלבנים בגודל 3(1 שאפשר להניח רק בצורה אנכית? ( שני צידי לוח מנוגדים מוגדרים כאופקיים, ושני צידי הלוח האחרים מוגדרים אנכיים.)

תשובה: לא, אי אפשר.

פתרון ראשון:
נניח שאפשר לרצף את הלוח באבני דומינו בגודל 2(1 שאפשר להניח רק בצורה אופקית, ומלבנים בגודל 3(1 שאפשר להניח רק בצורה אנכית. נצבע כל עמודה אי-זוגית בשחור, וכל עמודה זוגית בלבן. אז כל אבן דומינו מכיל משבצת שחורה ומשבצת לבנה, וכל מלבן 3(1 מכיל 3 משבצות שחורות או 3 משבצות לבנות. לפיכך הפרש בין כמות המשבצות השחורות לבין כמות המשבצות הלבנות הוא פי שלוש יותר גדול מאשר ההפרש בין כמות המלבנים השחורים 3(1  לכמות המלבנים הלבנים 3(1, אבל 2003 לא מתחלק ב-3, מש"ל.

פתרון שני:
נניח שאפשר לרצף את הלוח באבני דומינו בגודל 2(1 שאפשר להניח רק בצורה אופקית, ומלבנים בגודל 3(1 שאפשר להניח רק בצורה אנכית. מכיוון שכמות המשבצות בלוח היא אי-זוגית גם כמות המלבנים בגודל 3(1 היא אי-זוגית. נצבע בשחור את השורה הראשונה, הרביעית, השביעית וכו' עד 2002 (668 שורות, שזה כמות זוגית של משבצות) נשים לב שכל מלבן 2(1 מכיל כמות זוגית של משבצות צבועות (2 או 0) ואילו בכל מלבן 3(1 יש בדיוק משבצת צבועה אחת אבל אז כמות המשבצות הצבועות תהיה אי-זוגית! (כי כמות המלבנים בגודל 3(1 חיבת להיות אי-זוגית) וזו סתירה!

הערה למתקדמים: אם נקצר את הגובה פי-3 ואת הרוחב פי-2 נראה שהבעיה שלנו היא מקרה פרטי של טענה הבאה:

אי אפשר לחתוך מלבן שגם האורך שלו אינו שלם וגם הרוחב שלו אינו שלם למלבנים קטנים יותר שעבור כל אחד מהם או שהאורך שלם או שהגובה שלם. הוכחה: ראה בעמוד הבא
טענה
מלבן שאורכי שני צלעותיו אינם שלמים לא ניתן לחלק למלבנים בעלי לפחות צלע אחת שאורכה שלם.

הוכחה ראשונה
נשים את המלבן על לוח שח עם משבצות 0.5(0.5 כך שצלעותיו יקבילו לצלעות הלוח ואחד מקודקודיו יהיה בקודקוד הלוח. שטחי החלקים הלבנים והשחורים שווים בכל אחד ממלבני החלוקה, ושונים במלבן המקורי.

הוכחה שניה

נעביר צירים במקביל לצלעות המלבן, ונתאים למלבן a≤x≤b  , c≤y≤d פסאודו-שטח (f(b)-f(a))(f(d)-f(c)), כאשר f – פונקציה כלשהי. אם נפתח את הסוגריים, נקבל 4 מחוברים – 1 לכל קודקוד, כאשר שמאלי תחתון וימני עליון יבואו עם +, ושני האחרות – עם "–". אם נחבר את פסאודו-שטחי החלקים, כל המחוברים של קודקודים בתוך המלבן המקורי ועל צלעותיו יצטמצמו, ונקבל את הפסאודו-שטח של המלבן המקורי. נבחר עכשיו f(x)={x}. פסאודו-שטחי החלקים שווים ל- 0, ושל המקור – לא. קיבלנו סתירה.

הוכחה שלישית

 נקרא לביטוי 
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 קוואזי-שטח של מלבן P (שצלעותיו מקבילות לצירים). שוב, קוואזי-שטח של כל חלק 0, ושל הכל ביחד – לא.
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