5. א) ישנם 128 מטבעות עם שני משקלים שונים, כשכמות המטבעות עם כל אחד מהמשקלים שווה. איך להבטיח מציאת שני מטבעות עם משקלים שונים באמצעות לא יותר משבע שקילות במאזני כף ללא משקולות?
ב) ישנם שמונה מטבעות עם שני משקלים שונים, כשכמות המטבעות עם כל אחד מהמשקלים שווה. איך להבטיח מציאת שני מטבעות עם משקלים שונים באמצעות שתי שקילות במאזני כף ללא משקולות?

פתרון:

א) נניח כי יש לנו 2 קבוצות בנות  2k מטבעות כל  אחת, וידוע כי הראשונה כבדה מהשנייה. אזי בשקילה אחת אפשר לקבל 2 קבוצות בנות  k מטבעות עם אותה תכונה.
באמת,  נשים על כל כף המאזניים k  מטבעות מכל קבוצה. עם המאזניים לא  מאוזנות – קיבלנו. אם לא, אזי החצי שנשאר על השולחן של הקבוצה הכבדה יותר שוקל יותר מהחצי הנשאר של הקבוצה הקלה יותר. 

נחזור לבעיתינו. נשים על כל כף 64 מטבעות. אם המאזניים מאוזנות, בכל כף נמצאים 32 מטבעות קלות ו32 כבדות. "נזרוק" את המטבעות מכף אחת , את שאר נחלק ל2 ונשקול שוב וכך הלאה. ישנן 2 אפשרויות:

1) ב6 השקילות הראשונות המאזניים מאוזנות. אחריהם על כל כף יש 2 מטבעות – אחת כבדה ואחת קלה.

2) בשקילה הm-ית לראשונה אחת הכפות היתה יותר כבדה. ברגע זה על כל כף נמצאים   27–m  מטבעות. אם נפעל כמתואר למעלה, נקבל לאחר 7 – m שקילות שתי "קבוצות" בנות מטבע אחת, שאחת מהן כבדה מהשנייה. 

ב) נשים 4 מטבעות על כל כף. ישנן 2 אפשרויות:

1) המאזניים מאוזנות. אזי על כל כף ישנן 2 מטבעות כבדות ו2 קלות. נוריד את המטבעות מאחת הכפות, ו2 מטבעות מהכף השנייה נשים על הכף שהתפנתה. אם המאזניים מאוזנות, אזי על כל כף 2 מטבעות ממשקלים שונים. אם אחת הכפות לקחה, אזי יש עליה 2 מטבעות כבדות ועל השנייה – 2 קלות.

2) אחת הכפות לקחה. אזי יש עליה לא פחות מ3 מטבעות כבדות. נוריד   

    מטבעות מהכף ה"קלה" , ונשים במקומן 2 מטבעות מהכף ה"כבדה". 
    אם המאזניים מאוזנות, על כל כף יש 2 מטבעות כבדות (וכל  

    המטבעות ששמנו בצד לאחר השקילה הראשונה קלות). אם לאומת  

    זאת אחת הכפות לקחה, זה אומר שיש עליה 2 מטבעות כבדות ועל 
    השנייה – 2 מטבעות ממשקלים שונים.

