4. בכמה דרכים אפשר להציב את כל המספרים הטבעיים בין 1 ל- 100 במשבצות של לוח ריבועי 
[image: image1.wmf]50

2

´

 , מספר אחד בכל משבצת, כך שכל שני מספרים עוקבים יהיו במשבצות סמוכות (משבצות עם צלע משותף) ?
תשובה: 4904.

פתרון:

נצבע את המלבן כלוח שחמט. משיקולי זוגיות ברור כי המספרים 1 
ו-100 צריכים להימצא במשבצות מצבעים שונים. סה"כ ישנם
100(50 = 5000 סידורים כאלה. יהיו המספרים מסודרים בהתאם לתנאי הבעיה. נקרא לכל העמודות חוץ מראשונה ואחרונה מחיצות. נקרא למחיצה נכונה, אם במשבצותיה נמצאים שני מספרים עוקבים. נתבונן בסידור אפשרי  של מחיצות. 

נניח שמחיצה מכילה את המספרים k  ו k + 1. אזי מצד אחד שלה עומדים המספרים מ1 עד k – 1, ומצד שני – מ k + 2   עד 100. כלומר, המספרים 1 ו 100 נמצאים מצדדים שונים של מחיצה נכונה. בפרט, הם לא יכולים להשתייך למחיצה נכונה. 

נניח שמחיצה מכילה k  ו m  כאשר m > k + 1. אזי מצד אחד ממנה נמצאים מספרים מ k+1 עד m-1 ומצד שני – כל שאר המספרים. כלומר, המספרים 1 ו 100 נמצאים מצד אחד ממחיצה לא נכונה (או עליה). אבל הם לא יכולים להימצא על אותה מחיצה.

לכן מ5000 הסידורים הנ"ל צריך להחסיר 96, המתאימים לסידורים שבהם 1 ו100 נמצאים בתוך אותה מחיצה. נראה שלכל אחד מ4904 הסידורים שנשארו של 2 המספרים האלה מתאים בדיוק סידור אחד של שאר המספרים.

1) נניח כי 1 ו100 נמצאים ב2 מחיצות (ללא הגבלת הכלליות המחיצה המכילה את 1 נמצאת משמאל מהמחיצה המכילה את 100). אזי על מנת נרשום מספרים מ2 עד 99, אנו צריכים לנוע מ1 שמאלה  (בחלק זה של הלוח אין מחיצות נכונות), להגיע לקצה, לחזור למחיצה עם 1, ואחר כך ללכת "כמו נחש" (בחלק הזה כל המחיצות נכונות) עד למחיצה עם המספר 100, לעבור אותה (זה אפשרי משום ש100  עומד במשבצת מצבע אחר), אחר כך שוב בכוון אופקי עד הקצה הימני של הלוח, ולבסוף לחזור ל100.

באותו אופן מטפלים באפשרויות:

2) אחד המספרים 1,100 עומד בעמודה קיצונית

3) 1 ו100 עומדים בעמודות קיצוניות שונות

4) 1 ו100 עומדים באותה עמודה קיצונית
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