5. על המשטח של פירמידה משולשת שכל מקצועותיה שוות ל- 1 ס"מ (טטרהדרון משוכלל) נבחרו 9 נקודות. הוכח שיש 2 מבין הנקודות שמרחק בינם אינו עולה על 0.5 ס"מ.
פתרון. נחלק כל פאה בעזרת הקטעים האמצעים שלה ל-4 משולשים, שצלעותיהם 0.5 ס"מ. כך כל המשטח חולק ל-16 משולשים קטנים. אז נפצל את כל המשטח ל-8 אזורים, שכל אחד מהם מורכב ממשולשים קטנים. 

4 אזורים מתאימים למשולשים הקטנים המרכזיים (אלה שכל צלעותיהם הם הקטעים האמצעים) של 4 פאות, ו 4 אחרים מורכבים כל אחד מ-3 משולשים קטנים שצמודים לקודקוד מסוים. 

בעצם כל אזור הוא או משולש שווה צלעות שהצלע שלו 0.5 ס"מ, או 3 פאות של פירמידה שכל צלעותיה 0.5 ס"מ.

בגלל שיש 9 נקודות, שניים מהם נמצאים באותו אזור. אנחנו טוענים, שאם שני נקודות שייכות לאותו אזור, אז הם במרחק של 0.5 ס"מ לכל היותר וזה מש"ל. זה נובע ישירות מהטענה
טענה 1. אם שני נקודות נמצאות בתוך מצולע או רב פאון מסוים, או על שפתו, אז המרחק בינם אינו עולה על מרחק הגדול ביותר בין הקודקודים שלו.

ברור שבמקרה שלנו אזור הוא משולש או מוכל בפירמידה, כאשר מרחקים בין הקודקודים 0.5 ס"מ, לכן מרחק בין כל שני נקודות בו לא עולה על 0.5 ס"מ, מש"ל. הטענה עצמה ברורה אינטואיטיבית, אבל נוכיח אותה בכל זאת, כי מסתבר שלא כל טענה ברורה אינטואיטיבית קל להוכיח, ואפילו לא כל טענה ברורה אינטואיטיבית נכונה. בשביל ההוכחה נזדקק לטענה נוספת.

טענה 2. נניח שנקודה P נמצאת בתוך הקטע AB, C נקודה כלשהי. אז או  AC>PC, או BC>PC.
הוכחת טענה 2. אם כל הנקודות הנ"ל נמצאות על ישר אחד, זה תרגיל לקורא. אם לא, הו בכל מקרה נמצאות במישור אחד. סכום הזוויות (APC ו- (BPC היא (180. לכן לפחות אחד מהם אינו קטן מ-(90. לכן  או שבמשולש APC הצלע AC היא הצלע הגדולה, או שבמשולש BPC הצלע BC היא הצלע הגדולה, מש"ל.

הוכחת טענה 1. אם אחד הנקודות P, Q, למשל , P היא נקודה פנימית אז נעביר דרכה ישר. הוא יחתוך את השפה בנקודות A, B. לפי טענה 2 שכבר הוכחנו, AQ או BQ גדול מ- PQ. לכן, אפשר להחליף כל נקודה פנימית בנקודה על השפה. 
אם אחד הנקודות P, Q, למשל , P היא נקודה פנימית של פאה (במקרה תלת-מימדי)  אז נעביר דרכה ישר בתוך המישור של הפאה. הוא יחתוך את המקצועות בשני הכיוונים בנקודות A, B. לפי טענה 2 שכבר הוכחנו, AQ או BQ גדול מ- PQ. לכן, אפשר להחליף כל נקודה בפאה לנקודה במקצוע. 
אם אחד הנקודות P, Q, למשל , P היא נקודה פנימית של מקצוע AB אז אפשר להחליף אותה בקודקוד A או B, גם לפי טענה 2. ובכן, לא משנה איפה נמצאות נקודות P, Q, אפשר להחליף אותם בקודקודים והמרחק רק יגדל. לכן המרחק הינם תמיד קטן מהמרחק בין הקודקודים המרוחקים ביותר, מש"ל.
