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4) בתוך מלבן חסום מרובע (על כל צלע של מלבן נמצא קודקוד אחד של המרובע). הוכח שההיקף של המרובע החסום לא קטן מסכום שני האלכסונים במלבן.

פתרון.
יהיה המלבן ABCD והמרובע החסום PQRS (כאשר S על BC, P  על CD כמו בציור). כעת נבצע 

נשקף את המלבן לגבי צלע AB. אז המלבן ABCD יעבור למלבן ABC1D1 ונקודות P , Q , S יעברו לנקודות 1P , 1Q , 1S בהתאמה.
נשקף את המלבן ABC1D1 לגבי צלע AD1 והוא יעבור למלבן AB2C2D1 ונקודות על צלעותיו 1P , 1S  יעברו לנקודות 2 P, 2S בהתאמה.

נשקף את המלבן AB2C2D1 לגבי צלע C2D1 והוא יעבור למלבן A3B3C2D1 , ונקודה 2S תעבור לנקודה 3S.
אורכי הקטעים נשמרים בשיקופים. לכן QR = Q1R , PQ = P1Q1 = P2Q1 , PS = P1S1 = P2S2 = P2S3. מכאן מקבלים: 

SR + RQ + QP + PS = SR + RQ1 + Q1P2 + P2S3 ≥ SS3 .

כלומר, ההיקף של מרובע הקטן שווה לאורך של הקו השבור והוא לא קטן מהאורך של הקו הישר. הקטעים BS, 3S3B שווים ומקבילים, לכן BB3S3S מקבילית, לכן  SS3 = BB3  והרי BB3 גדול פי 2 מהאלכסון של מלבן הגדול.
ובכן SR + RQ + QP + PS ≥ SS3 = BB3 = 2∙BD . מש"ל.

בתור תרגיל אנחנו מציעים לקוראים להבין לבד, מתי האי-שוויון הופך לשוויון.

ברור שכאשר P, Q, R, S אמצעי הצלעות אז יש שוויון, אבל זה לא המקרה היחיד שבו השוויון מתקיים.
