תחרות הערים מס' 4
גרסת תרגול לכיתות י"א-י"ב

השאלה:

4) מספר ילדים עומדים במעגל. לכולם יש מספר מסויים של סוכריות ובהתחלה לכולם יש מספר זוגי של סוכריות. בהינתן הפקודה כל אחד מעביר מחצית מן הסוכריות שיש לו לילד שעומד מימינו. אם אחרי זה למישהו מהם יש מספר אי-זוגי של סוכריות אז מוסיפים לו עוד סוכריות מן הסל שבצד (בסל אינסוף סוכריות). פעולה זו חוזרת על עצמה הרבה פעמים. הוכיחו שאחרי מספר כלשהו של פעמים לכולם תהיה אותה כמות סוכריות.

הפתרון:

ברור שהכמות המקסימלית של הסוכריות שיכולות להיות אצל אחד הילדים לא תעלה, והכמות המינימאלית לא תרד. אנחנו נוכיח שתמיד נגיע למצב של שוויון באינדוקציה על כמות המקסימלית של סוכריות אצל ילד.

בסיס האינדוקציה – לבולם יש 0 סוכריות – ברור.

אם לכל אחד יש 2 סוכריות לפחות אז במקום כל פעם למסור 1 מהן ולקבל אחד בתמורה אפשר להחליט שכל אחד ישים 2 סוכריות בכיס והמשחק יתנהל לפי אותם כללים, ואז שום דבר לא ישתנה. אבל מספר הסוכריות המקסימאלי יקטן ב-2 ואז לפי הנחת אינדוקציה אחרי מספר מהלכים נגיע לשוויון.
נשאר המקרה שבו יש ילדים עם פחות משתי סוכריות. אם לכולם יש לפחות סוכרייה אחת, אז תכף אותם ילדים יקבלו עוד סוכרייה, ובמקרה זה כבר הוכחנו שנגיע לשוויון.

נותר המקרה בו יש ילדים שאין להם אף סוכרייה. אם לאף אחד אין סוכריות, אז אנחנו כבר במצב של שוויון. ואם יש לפחות ילד אחד עם סוכרייה אחת לפחות, אז לאחר פעולה 1 גם לשכן שלו מימין תהיה סוכרייה ולאחר 2 פעולות גם לשכן של השכן שלו מימין תהיה סוכרייה וכן הלאה ולאחר מספר פעמים לכולם יהיו סוכריות. ואז כבר הוכחנו שאחרי עוד כמה פעמים נגיע לשוויון.

מש"ל
