6. נבנה סדרה אינסופית של מילים שמורכבים מאותיות "A" ו-"B". כל מילה חדשה מתקבלת מהמילה הקודמת בעזרת פעולה הבאה: במקום "A" כותבים "AAB" ובמקום "B" כותבים "A". המילה הראשונה היא "A". אז המילה השנייה היא "AAB", השלישית היא "AABAABA", ... . קל לראות שכל מילה היא התחלה של המילה הבאה, ומזה מתקבלת סדרה אינסופית של אותיות AABAABAAABAABAAAB… .
(א) באיזה מקום בסדרה נפגוש בפעם ה-1000 את האות A?

(ב) הוכח שהסדרה הזאת אינה מחזורית.

פתרון. (א) לאחר העתקה אחת מקבלים AAB. לכן, מה שמקבלים אחרי K העתקות זה פעמיים מה שמקבלים מ-A אחרי 1–K העתקות ואחרי זה  מה שמקבלים מ-B 1–K העתקות (וזה שקול למה שמקבלים מ-A אחרי 2–K העתקות). כך, מקבלים שיטה לחשב כמה אותיות A, B וסה"כ יש במילה מספר K: זה כמה אותיות A, B וסה"כ בהתאמה יש במילה הקודמת כפול 2 ועוד כמה יש במילה 2–K. (כמובן, כמות אותיות B זה כמות אותיות A במילה הקודמת). נעשה טבלה:
	מילה מספר
	אותיות A
	אותיות B
	אותיות סה"כ

	1
	1
	0
	1

	2
	2
	1
	3

	3
	5
	2
	7

	4
	12
	5
	17

	5
	29
	12
	41

	6
	70
	29
	99

	7
	169
	70
	239

	8
	408
	169
	577

	9
	985
	408
	1393


כלומר, במילה מספר 9 יש סה"כ 1393 אותיות ורק 985 אותיות A. אז האות A בפעם ה-1000 מופיע רק במילה ה-10. המילה השירית מתחילה בפעמיים המילה התשיעית. לכן האות A מופיע בפעם ה-1000 במקום 1393 + המקום בו A מופיע בפעם ה-15.
במילה החמישית יש רק 12 אותיות A, ו-17 אותיות סה"כ. לכן A מופיע בפעם ה-15 במקום 17 + מתי שהיא מופיע בפעם שלישית. 

ובכן, האות A מספר 1000 נמצאת במקום 1393+17+4=1414.
(ב) נסמן ב-aN את כמות האותיות A במילה N, וב- bN את כמות האותיות B במילה N. את היחס שלהם נסמן ב- rN=aN/bN. בסעיף הקודם ראינו ש: aN=bN+1 , aN+2=2aN+1+aN  . 
לכן rN+1 = aN+1/bN+1= (2aN+aN-1)/aN = 2+ aN-1/aN = 2+ bN/aN = 2+1/rN .
אם ו- rNהוא מספר חיובי גדול מ-1, אז המספר הבא, rN+1 הוא מספר חיובי גדול מ-2 וקטן מ-3. אבל r2=2. לכן כל המספרים rN גדולים מ-2 וקטנים מ-3. 
אנחנו נראה, שלסדרה זאת יש גבול, והגבול הוא השורש הגדול של משוואה r=2+1/r. זו משוואה ריבועית r2-2r+1=2 ולכן יש לה שני שורשים 
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אנחנו מרגע זה נסמן ב-r רק את השורש החיובי 
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. נוכיח, שהסדרה rN שואפת אליו. נחסר שני שוויונות rN+1 = 2+1/rN  ו- r=2+1/r  ונקבל: 
rN+1 – r  = 1/rN – 1/r . כלומר, |rN+1– r|  = |r – rN|/rNr < |r – rN|/4 . כלומר המרחק בין r ל- rN גודל כל פעם פי 4 לפחות, לכן rN שואף ל- r. 
נניח שלסדרה היה מחזור באורך K, שמתחיל אחרי M אותיות, והמחזור מורכב מ-P אותיות של A ו-Q אותיות של B (P+Q=K). אז ניקח חלק מאוד ארוך מהסדרה באורך T (T גדול פי הרבה פעמים מ-K ומ-M) . הוא מורכב מ- M אותיות בהתחלה, S=[ K/(M–T) ] מחזורים שלמים, וזנב בסוף שקטן מ-K. לכן, ב-T אותיות ראשונות, יש לפחות S(P אותיות של A, לפחות S(Q אותיות של B, ומספר חסום (פחות מאשר K+M) אותיות שאנחנו לא בדיוק יודעים, אבל עבור S שגדול בהרבה מ-K+M, כלומר עבור T מספיק גדול, זה זניח. לכן, היחס בין כמות של אותיות A לכמות של אותיות B שואף ל- Q/P כאשר אורך של מילה שואף לאינסוף.
לכן אם הסדרה מחזורית, אז היחס בין מספר אותיות A למספר אותיות B במילה מספר N שואף למספר רציונלי כאשר N שואף לאינסוף. אבל קודם ראינו שזה שואף ל- 
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. אבל זה מספר אי-רציונלי הרי 
[image: image4.wmf]2

 אי-רציונלי הרי אם הוא היה רציונלי, כלומר V/U כאשר V, U שלמים אז 2=U2/V2 אבל זה לא יכול להיות, הרי דרגה של 2 במונה ובמחנה זוגית. לכן הסדרה לא מחזורית.
הערה. היות ויחס בין אותיות B לאותיות A הוא בחילת הסדרה הוא בערך 
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 אז יחס בין אותיות B לאותיות B לאותיות A הוא בערך 
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 ויחס בין כמות האותיות סה"כ לכמות של אותיות A הוא 
[image: image7.wmf]2

~1.4142135 . לכן, זה לא מקרה שכמות האותיות A =1000 כאשר כמות האותיות הכוללת שווה ל-1414. אבל כדי להפוך את זה להוכחה (של סעיף א' למשל), צריך להסביר לא רק שהיחס הוא שווה בערך, אלה גם להסביר שה"בערך" הזה הוא מספיק מדויק. 

זה מתקשר לתורה מאוד יפה ועמוקה של קירובים הטובים ביותר של מספרים ע"י מספרים רציונליים. התורה הזו מתקשרת לגיאומטריה של סריגים, אלגברה לינארית, שברים משולבים, פתרונות של משוואות Pell, ודברים אחרים ואנחנו לא נכנס אליה כעת. 
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