5. נתונים 3 מספרים ממשיים לא שליליים c ,b ,a. ידוע כי a4+b4+c4(2(a2b2+ c2b2+ c2a2).
(א) הוכח שכל אחד מהמספרים לא עולה על סכום של שני מספרים אחרים.

(ב) הוכח כי a2+b2+c2(2(ab+cb+ca) .

(ג) האם אי-שוויון (ב) גורר את האי-שוויון המקורי?

פתרון. (א) האי-שוויון שקול לאי-שוויון 0(2(a2b2+ c2b2+ c2a2) - a4 - b4 - c4.
2(a2b2+ c2b2+ c2a2) - a4- b4- c4 = 4a2b2 – (a4+b4+c4+a2b2 -c2b2 -c2a2)=
= 4a2b2 – (a2+b2- c2)2  =  (2ab+ a2+b2 - c2)(2ab – (a2+b2 - c2))=

= ( (a+b)2 - c2 )( c2 - (a-b)2) = (a+b+c)(a+b-c)(c+a-b)(c+b-a)
מהביטוי הזה רואים, שאם אחד מהמספרים c ,b ,a גדול משני אחרים, אז הביטוי הנ"ל הוא מכפלה של 4 מספרים שמהם 3 חיוביים ו-1 שלילי. ואז הביטוי כולו שלילי והאי-שוויון לא מתקיים.

כלומר, אם האי-שוויון מתקיים אז כל מספר קטן מסכום של שני אחרים.

(ב) לפי סעיף א', c+b-a(0, c+a-b(0, a+b-c(0. 
בא-שוויון a2+b2+c2(2(ab+ cb+ ca) נעביר הכל ימינה:

0(2(ab+ cb+ ca)- (a2+b2+c2). אבל את זה קל להוכיח:

2(ab+ cb+ ca)- (a2+b2+c2)= )ab+cb - b2)+)ab+ca - a2)+)ca+cb - c2)= = b(a+c-b) + a(b+c-a) + c(a+b-c)(0

מש"ל.

(ג) לא. אפשר למצוא 3 מספרים שמקיימים את האי-שוויון של (ב) ולא מקיימים את האי-שוויון המקורי. למשל מספרים כאלה 1, 98, 100. 
ברור שהם לא מקיימים את האי-שוויון המקורי הרי 1+98<100. 

אבל הם מקיימים את (ב) :  1002+982+12>(100(98 +100+98)2 

הרי 1+ 2(100-98) < (100+98)2 , הרי 5<200.
