1. נתון טרפז ABCD, M- נקודת חיתוך האלכסונים שלה. ידוע שהשוק שלה AB מאונך לבסיסיה AD ו- BC, ושאפשר לחסום מעגל בטרפז זה. מצא/י את השטח DCM, אם הרדיוס של המעגל החסום הוא r.
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תשובה: r2
פתרון. 
יהיה O מרכז המעגל, U ו-W נקודות ההשקה עם הבסיסים של הטרפז AD ו- BC בהתאמה. ברור ש-AUWB מלבן, וצלעותיו r ו- 2r.
הנקודה O נמצאת במרחק שווה מכל הצלעות של הטרפז, ולכן היא נמצאת גם על חוצי הזוויות שלו. (C+(D=(180. 
לכן סכום חצאי הזוויות, (WCO+(UDO=(90.
מזה, ומכך שמשולשים UDO  ו- WOC ישרי זווית, נובע שם הם דומים. 
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תהיה P נקודת חיתוך של AC ו-UV. אז ברור שמשולשים PUA ו- PWC דומים. לכן 
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תהיה Q נקודת חיתוך של BD ו-UV. אז ברור שמשולשים QUD ו- QWB דומים. לכן 
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ובכן 
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. לכן P ו-Q זו אותה נקודה! כלומר UW, AC, BD נפגשים בנקודה אחת. כלומר M נמצא על UW.
לכן במשולש ABM הבסיס AB הוא 2r והגובה מ-M r לכן השטח הוא r2.
השטח של משולש DCM שווה תמיד לשטח של משולש ABM. בשביל לראות את זה, נוסיף לשני המשולשים את המשולש MBC. אז מספיק להוכיח ששטחים של BCA ו- BCD שווים. אבל יש להם בסיס משותף BC וגובה שווה לכן גם השטח שווה.
הערה. אפשר לקצר את הפתרון, אם נשתמש בידע נוסף. חלק גדול מהפתרון היה להוכיח ש- UW, AC, BD נפגשים בנקודה אחת. זה נכון לא רק בשביל טרפז מהסוג המיוחד שלנו, אלא גם לכל מרובע שחוסם מעקל או אליפסה- הקו שמחבר שני נקודות השקה מנוגדות עובר דרך נקודת מפגש של אלכסונים. ואפילו זה מקרה פרטי של משפט פרויקטיבי מפורסם, שנקרא משפט בריאנשון: אם משושה חוסם מעגל (אליפסה\עקום מסדר 2) אז 3 האלכסונים שלו, שמחברים קודקודים מנוגדים, נפגשים בנקודה אחת.

_1167188682.unknown

_1167189074.unknown

_1167189170.unknown

_1167188976.unknown

_1167188200

