2. רדיוס של העיגול OM מסתובב במהירות קבועה, הוא עובר בכל שנייה זווית 3600/N כאשר N הוא מספר טבעי הגדול מ-3. בהתחלה הרדיוס היה במצב OM0, כעבור שנייה OM1, כעבור שני שניות נוספות (כלומר, שלוש שניות אחרי ההתחלה) OM2, אחרי עוד שלוש שניות נוספות OM3, וכך הלאה, N-1 שניות אחרי OMN-2 הרדיוס הגיע למצב OMN-1. עבור אילו N המצבים האלה של הרדיוס מחלקים את העיגול ל- N חלקים שווים?
(א) האם זה נכון, שזה תמיד מתקיים כאשר N היא חזקה של 2?

(ב) האם יש N, שהוא לא חזקה של 2, שעבורו זה נכון?

תשובות:  (א) כן (ב) לא

פתרון. קודם כל, נשים לב שרדיוס בעצם עובר בזוויות 
[image: image1.wmf](

)

kk+1

N2

2

p

×

 . ברור שכל הזוויות שמתקבלות הן כפולות של 
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. לכן השאלה היא, האם השאריות של המספרים 
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 לאחר חלוקה ב-N עבור N>k(0 הם כל המספרים מ-0 עד N–1. בעצם זה שקול לשאלה, האם אף שארית בין השאריות של 
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 עבור  N>k(0 לא חוזרת פעמיים. 
(א) נוכיח ששארית לא חוזרות פעמים. כלומר 
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 לא מתחלק ב- N=2n, כאשר 0(k<m<N. 
זה שווה: 
[image: image6.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

22

mm1kk1mk1mk

mkmk

2222

++++-

-+-

-==


מבין המספרים 
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 מספר אחד זוגי, ואחד אי-זוכי – הרי סכומם אי-זוגי. שניהם (וגם המספר הזוגי) קטנים מאשר 2n+1 ולכן המונה לא מתחלק ב-  2n+1 ולכן המספר לא מתחלק ב- 2n =N. לכן השאריות שונות.מש"ל
(ב) נניח ש- N הוא לא חזקה של 2. אז יש לא מחלק אי-זוגי, q>1. אז, כידוע, mod q (בשאריות לאחר חלוקה ב- q ) החילוק ב-2 מוגדר היטב. עבור הקוראים שלא מכירים את העובדה הזאת, היא מהווה תרגיל.
אז, מתוך q שאריות שונות mod q, יש שני שאריות שעבורם 
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 זהה: עבור 0 ועבור 1–, הערך שמתקבל שווה לאפס. לכן, בגלל שיש q ערכים של k ובני נקודות מקבלים אותו דבר, יש שארית mod q שהערך של 
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 לא מקבל אף פעם: 
[image: image11.wmf](

)

(

)

kk+1

m mod q

2

¹

 עבור כל k. אז גם mod N, 
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 לא שווה ל-m אף פעם.
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