בעיה מס 3.

נתונה קבוצה סופית של נקודות במישור, שאף שלוש לא נמצאות על ישר אחד. נקודות מסוימות מחוברות ע"י קטעים, כך שמכל נקודה יוצא קטע אחד לכל היותר. אפשר להחליף זוג קטעים נחתכיםAB  ו- CD בזוג צלעות מנוגדות AC ו- BD של מרובע ACBD. 
בקבוצת הקטעים שמתקבלת מותר לעשות עוד החלפה כזאת וכו'. האם יכולה להיות סדרה אינסופית של החלפות כאלו?

תשובה: לא

הוכחה:

יש רק מספר סופי של אופנים בהם אפשר להעביר קטעים מחברים מספר סופי של נקודות במישור. לכן אם תהליך של שינוי אופן החיבורים היה אינסופי מתישהו היינו חוזרים על מצב שכבר היה. נוכיח כי זה בלתי אפשרי:

נתבונן בסכום אורכי כל הקטעים המחברים בצעד מסוים. נוכיח כי אחרי שינוי אופן החיבור הסכום הזה קטן: לשם כך מספיק להוכיח כי אם AC ו BD נחתכים בנקודה O אז 
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. אבל מאי שוויון המשולש נובע ש 
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 ולכן אם נסכם אי שוויונים אלה נקבל את אי השוויון הדרוש.

לכן סכום האורכים של הקטעים קטן ממש כל פעם ולכן אי אפשר לחזור על אותו מצב פעמיים.
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