                              תחרות הערים מס' 4

גרסת תרגול לכיתות ט'-י'

השאלה:

3) בארץ הפלאות יש n ערים. כל שתי ערים מחוברות בכביש אחד כך, שהכבישים נפגשים רק בערים ואין צמתים (הכבישים בנויים כך שב"צמתים" הם עוברים זה מעל זה, כמו כביש דו קומתי ולא נפגשים כך שנוצר צומת). הקוסם הרשע הפך את כל הכבישים כך שכולם יהיו חד-סטריים, בצורה כזו, שאם יוצאים מעיר אחת אי אפשר לחזור אליה.

א) הוכח/י שהקוסם הרשע יכול לעשות זאת.

ב) הוכח שקיימת עיר שניתן להגיע ממנה לכל עיר אחרת ושקיימת עיר שאי אפשר לצאת ממנה כלל.

ג) הוכח שקיימת דרך שעוברת בכל הערים ויש רק אחת כזו.
הפתרון:
א) נמספר את הערים על ידי מספרים שונים. נניח שהקוסם יכוון את כל הכבישים מהמספר הקטן למספר הגדול. אז אם יוצאים מהעיר אי-אפשר לחזור אליה כי לאורך כל הדרך המספר של העיר יגדל.
ב) אם לא קיימת עיר שאי-אפשר לצאת ממנה אז אפשרי לצאת מכל עיר וזה אומר שאפשר לטייל בלי סוף בארץ הזאת. אבל יש רק מספר סופי של ערים, לכן במהלך טיול זה אנחנו נבקר בעיר מסוימת פעמיים, ז. א. שאפשר לצאת מעיר מסוימת ולחזור אליה, סתירה.
גם עם אין עיר שאי-אפשר להיכנס אליה אז לכל עיר אפשר למצוא עיר שממנה אפשר להגיע לעיר הזאת, לכן אפשר למצוא מסלול שהאורך שלו יותר גדול מכמות הערים במדינה, ואז גם קיימת עיר שאפשר לצאת ממנה ולחזור, בסתירה להנחה.

ג) נוכיח את הטענה באינדוקציה על כמות הערים במדינה. הטענה ברורה כאשר יש רק עיר אחת.

לפי סעיף קודם קיימת עיר שאי-אפשר להגיע אליה, ולכן יוצאים דרכים ממנה לכל הערים האחרות.העיר הזאת חייבת להיות ראשונה אם קיים מסלול. אם נזרוק את העיר הזאת, אז במדינה יהיה מסלול כזה אחד בדיוק, לפי הנחת אינדוקציה. אם נצא מעיר הזאת לעיר לתחילת המסלול שקיבלנו מאינדוקציה, ואז נמשיך במסלול הזה, אז נקבל את המסלול שרצינו. המסלול הזה יחיד, כי ברור שהעיר הראשונה היא העיר הזאת, וגם שארית המסלול מוגדרת באופן יחיד לפי הנחת אינדוקציה.     

מ.ש.ל.


























