5. k קודקודים של מצולע בעל n צלעות צבועות. הצביעה נקראת אחידה, כאשר לכל m טבעי מתקיים התנאי: אם P, Q קבוצות שונות של m קודקודים רצופים, אז הפרש בין כמות הקודקודים הצבועים ב-P  לכמות הקודקודים הצבועים ב- Q אינו עולה על 1. הוכח כי לכל k<n קיימת צביעה אחידה, והיא יחידה עד כדי סיבוב.
פתרון.

נוכיח את הטענה באינדוקציה. עבור n=2 הטענה ברורה.

נניח שאנחנו הוכחנו את הטענה לכל מעגל שקטן מ- n, וכעת מוכיחים עבור n.

אפשר להניח ש k(n/2 אחרת נחליף בין נקודות צבועות לנקודות לא צבועות ונקבל מצב שקול. אפשר גם להניח ש k>1 , אחרת הטענה ברורה. 

בצביעה אחידה אין שני נקודות מסומנות צמודות. הרי אחרת אפשר למצוא גם זוג נקודות לא מסומנות צמודות. וזה נוגד את התנאי של אחידות עבור m=2. לכן הנקודות המסומנות מחלקות את המעגל לקשתות, שבכל קשת יש נקודות לא מסומנות.
נמחק נקודה לא מסומנת אחת בין כל שני נקודות מסומנות. אנחנו טוענים, שאם לפני המחיקה הייתה צביעה אחידה של k מתוך n, אז אחרי הצביעה גם יש צביעה אחידה. אחרת אפשר לבחור שני רצפים באורך m אחרי המחיקה, שבאחד מהם יש  q נקודות מסומנות, ובשני  q-2 נקודות מסומנות (לפי הגדרה אפשר לעשות שההפרש יהיה 2 לפחות ולא 2 בדיוק בצביעה לא אחידה. אבל אם אפשר לעשות יותר מ-2, אז אפשר להקטין את הרצפים ולהגיע להפרש של 2 בדיוק.) נחזור לרצפים שהיו בהתחלה. בשביל זה נכניס בין כל שני נקודות מסומנות נקודה לא מסומנת. אז לתוך הרצף הראשון יצטרפו q-1 נקודות לא מסומנות באמצע. לרצף השני יצטרפו באמצע רק q-3 נקודות לא צבועות. אבל אפשר לצרף עוד 2 נקודות לא צבועות בהתחלה ובסוף. כך, מקבלים שגם קודם צביעה לא הייתה אחידה, וזה לא יכול להיות.
גם טענה הפוכה נכונה: אם יש צביעה אחידה והכניסו בין כל שני נקודות מסומנות נקודה נוספת, לא מסומנת, אז שוב מקבלים צביעה לא מסומנת. ההוכחה מאוד דומה להוכחה של הכיוון הראשון, לכן אנחנו משאירים אותה כתרגיל לקורא.

עכשיו אנחנו מוכנים לסיים את האינדוקציה. כדי לבנות (=להוכיח קיום) צביעה אחידה של k נקודות מתוך n (k(n/2), נבנה קודם צביעה אחידה של k נקודות מתוך n-k, זה אפשרי לפי הנחת אינדוקציה. ואז ונכניס נקודה לא מסומנת נוספת בין כל שני נקודות מסומנות ונקבל צביעה אחידה של k נקודות מתוך n.
יחידות: ניקח שני צביעות שונות אחידות של k נקודות מתוך n. נמחק נקודה לא מסומנת בין שני נקודות מסומנות. נקבל שני צביעות אחידות של k מתוך n-k נקודות. הן שקולות לפי הנחת אינדוקציה, עד כדי סיבוב. לכן גם לפני המחיקה הן היו שקולות. מש"ל.
