בעיה מס 5.

המעבר תת-קרקעי במאדים על שירטוט בעל צורה של קו עקום סגור חותך את עצמו (בכל נקודת חיתוך רק 2 קווים נפגשים). הוכח כי אפשר לבנות את הדרכים כך שהרכבת תעבור פעם אחד מעל השרטוט ופעם אחד מתחת.

פתרון.

הקו העקום מחלק את משטח המאדים שהוא קליפה כדורית לתחומים. נניח כי התחום שמכיל את הקוטב הצפוני הוא לבן. נראה שאפשר לצבוע את שאר התחומים בשחור ולבן כך שתמיד שני תחומים שיש להם גבול משותף יהיו בצבעים שונים. נצבע את תחומים שמגיעים אליהם מהקוטב הצפוני במספר אי זוגי של קפיצות מעל המסילה בשחור ואת אלא שמגיעים אליהם במספר זוגי של מעברים – בלבן. 
ברור שאם נצליח לעשות את זה, אז נקבל את הצביעה שרצינו. אבל לא ברור שהזוגיות הזאת מוגדרת היטב – כלומר יכול להיות שיש גם מסלול זוגי וגם מסלול אי-זוגי מהקוטב הצפוני לתחום מסוים. אם זה היה קורה, היה מסלול אי-זוגי סגור. 

אפשר להניח שהמסלול הזה עובר בכל תחום לא יותר מפעם אחד, אחרת המסלול חותך את עצמו, והוא בעצם מתפרק לשני מסלולים סגורים, שאחד מהם אי-זוגי. אז המסלול מקיף שטח מסוים, שיש בן מספר צמתים. אם יש בו יותר מצומת אחת אז נחתוך את השטח לשני שטחים ע"י קו שמפריד בין צמתים. אז הגבולות של שני השטחים הם שוב שני מסלולים, שאחד מהם זוגי ואחד מהם אי-זוגי. 
כך אחרי מספר חיתוכים נגיע למסלול אי-זוגי סגור שבעצם עובר מסביב לצומת מסוימת. אבל בצומת נפגשים 4 גבולות, לכן זה בלתי אפשרי. כלומר, הוכחנו שאפשר לצבוע את התחומים בשחור לבן.
נקבע כעת כי אם רכבת עוברת בצומת כך שמימינה לפני צומת תחום לבן – היא תעבור מעל, ואם שחור – מתחת. כעת אם בפעם שנייה רכבת חוזרת לאותה צומת ומימינה אותו צבע, אז היא עוברת באותה דרך (אולי עם כיוון הפוך) וזה אומר או היא מעת הזו תעבור בצומת רק בדרך זו או לפני זה היא עברה רק בצומת זו. שני הדברים סותרים את העובדה שהקו חייב להיות רציף.
