בעיה מס 4.

1. מתוך נקודה מסוימת M בתוך מצולע משוכלל מורידים אנכים MK1, MK2, ..., MKn על צלעות המצולע או על המשכיהן. הוכח שסכום הוקטורים MK1+MK2+...+MKn  שווה ל n(MO/2 כאשר O זה מרכז המצולע (מרכז מעגל חוסם מצולע)

2. הוכח כי סכום הוקטורים מנקודה מסוימת בטטראדר לעקבי האנכים מנקודה הזו על פאות הטטראדר שווה 4MO/3 כאשר O זוהי נקודת מרכז של הטטראדר.
פתרון

א. יהיו P1, P2, … , Pn אמצעי הצלעות. יהי Ti היתל של M על OPi , ו- Ri שיקוף של M ביחס ל- OPi. אז

MK1+ MK2 + ... + MKn = T1P1+ T2P2+...+ TnPn =
= (T1O + OP1) + (T2O + OP2) + ... + (TnO+OPn) =

= T1O + T2O +  ...  + TnO  
נשים לב כי TiO = ½ (RiO+MiO) . בנוסף, מסתבר כי הנקודות Ri יוצרות מצולע משוכלל שמרכזו ב-O. הרי בשביל לעבור מ- Ri ל- Ri+1 צריך לעשות שני שיקופים, וזה כמו סיבוב בזווית נתונה. שני צירי השיקוף עוברים דרך O, לכן הסיבוב יוצא סביב O. לכן הסכום של כל RiO הוא אפס. לכן, 
MK1+ MK2 + ... + MKn = T1O + T2O +  ...  + TnO  =

= ½ (n(MO + R1O + R2O +  ...  + RnO) = n(MO/2
מש"ל.

ב. ברור שגם 4MO/3 וגם הווקטורים מהנקודה גלפי העקבים של האנכים תלויים צורה לינארית בנקודה M. לכן מספיק לבדוק את השוויון עבור 4 נקודות שלא נמצאות במישור.

נבדוק את זה עבור 4 קודקודים של הפירמידה. בגלל הסימטריה, מספיק לבדוק רק לקודקוד אחד. 3 ווקטורים מתאפסים, ונשאר להוכיח שהווקטור של הגובה הוא ¾ מהווקטור MO. 

הגובה הוא ציר סימטריה (ביחס לסיבוב ב120 מעלות) לכן O  נמצא על הגובה. לכן הכיוון של הווקטורים זהה, נשאר לבדוק את האורך.

אם נשים 4 מסות זהות בקודקודים של הפירמידה, נקבל שמרכז הכובד נמצא במרכז (משיקולי סימטריה). אם נאחד שלוש קודקודים אחרים, נקבל מסה של 3 בנקודת העקב של האנך, ומסה של 1 בקודקוד שלנו. לכן O מחלק את הגובה ביחס 1:3, כלומר MO  זה ¾ מהגובה. מש"ל.
שני הסעיפים מביאים אותנו למסקנה אינטואיטיבית, שיש סיבה יותר עמוקה, ותוצאה יותר כללית. אכן, מסתבר שמתקיימת
טענה. ניקח פאון שמוכלל במרחב d מימדי, שיש לו n פאות, יהי O המרכז שלו ו- M נקודה כלשהי (לאו דבקה פנימית). נוריד אנכים מנקודה M  בתוך הפאון על הפאות MK1, MK2, ..., MKn .  אזי 
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 MK1+MK2+...+MKn=.
ברור, שהוכחה לא חישובית של טענה כזאת חייבת להסתמך על אלגברה לינארית ולא על חומר של בה"ס. עבור קוראים מתקדמים, אנחנו נוכיח את הטענה.

הוכחה.  יהי O מרכז, P1, P2, … , Pn היטלים שלו על הפאות. יהי Ti היתל של M על  OPi. אז
MK1+ MK2 + ... + MKn = T1P1+ T2P2+...+ TnPn =
= (T1O + OP1) + (T2O + OP2) + ... + (TnO+OPn) =

= T1O + T2O +  ...  + TnO  
כלומר זה בעצם שווה לסכום ההיטלים על הישרים OPk של ווקטור MO.
זו העתקה לינארית, שמתחלפת עם כל הסימטריות של הפאון. לפאון משוכלל יש הרבה סימטריות, בפרט, אין תת-מרחב שנשמר ע"י כל הסימטריות של רב פאון. לכן, להעתקה שלנו יש רק ערך עצמי אחת, ואין תאי ז'ורדן גדולים מ-1. הרי אחרת היה לה תת-מרחב של ווקטורים עצמיים שמתאימים לערך עצמי מסוים, שהוא לא 0 ולא הכל, והוא חייב להישמר תחת כל הסימטריות. לכן סכום הפרויקציות זה אופרטור סקאלרי (להכפיל כל הווקטורים במספר קבוע).
בשביל לחשב את המספר נחשב את ה-trace של אופרטור זה. Trace של כל היטל עח ישר חד-מימדי הוא 1 (trace אינו תלוי בקואורדינטות, והרי בקואורדינטות נוחות זה ברור), לכן trace של סכום של n היטלים שווה n. אבל trace של אופרטור סקאלרי, k שווה ל d.k. מכאן ברור שצריך לחלק ב- d. 
מש"ל.

קל לראות, שאנחנו בעצם השתמשנו לא בזה שהפאון משוכלל, אלא בתכונה יותר חלשה. למשל, כל פאון עם "מספיק" סימטריות, שלחבורת הסימטריות שלו אין תת-מרחבים אינווריאנטים. למשל, מגן-דוד וכוכביות שונות במישור, הפאון של מחומשים ומשושים של הכדורגל והרבה דברים אחרים מתאימים. בעצם הדבר שאמור להיות סימטרי זה לא הפאות עצמם, אלה מערכת של ישרים הנורמליים של הפאות. לכן גם עבור מלבן במישור ותיבה במרחב התענה מתקיימת.

כמובן, השתמשנו בסימטריה בעוד מקום, כשדיברנו על מרכז סימטריה. אבל בעצם, התכונה היחידה של "מרכז" שניצלנו היא OP1+OP2+...+OPn=0 . ונקודה כזאת יש בכל פאון.
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