7. כידוע, אם מרובע גם חסום במעגל וגם חוסם מעגל, ומרכזי המעגלים מתלכדים, אז המרובע הוא בהכרח ריבוע. האם טענה דומה נכונה במרחב? כלומר: אם קוביון גם חסום בספירה וגם חוסם ספירה, ומרכזי הספירות מתלכדים, האם הקוביון הוא בהכרח קובייה? (קוביון הוא פאון בעל 6 פאות מרובעות שבכל אחד מקודקודיו נפגשים 3 מקצועות.)

תשובה. לא.
פתרון ראשון. נבנה דוגמה של קוביון חסום וחוסם שהוא לא קוביה.
נבחר טרפז שווה-שוקיים (לא מלבן) שחסום בו מעגל. טרפז כזה לא קשה לבנות; נשאיר הוכחה כתרגיל לקורא. אורכי הבסיסים של הטרפז הם 
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 ו-
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 (כמובן 
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) ומחק בין הבסיסים הוא 
[image: image4.wmf]h

. 
כעת ניצור שני מלבנים 
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´

. נמקם את המלבנים בשני מישורים אופקיים במרחק 
[image: image6.wmf]h

 זה מזה, כך שמרכז של מלבן אחד נמצא בדיוק מעל המרכז של המלבן השני, ומבל אחד מסובב ביחס למלבן השני ב-
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. הקמור של שני המלבנים זה קוביון.

הנקודה שנמצאת באמצע הדרך בין מרכזי שני המלבנים תסומן O. קל לראות שכל קודקוד של הקוביון נמצא באותו מרחק מ-O ולכן O הוא מרכז הכדור החוסם של בקוביון. נשאר להראות ש-O נמצא גם במרחק שווה מכל הפאות, כלומר שהוא גם מרכז של הכדור החסום.
בשביל זה נטיל את הקוביון למישור P אנכי שמקביל לחצי מצלעות המלבנים. מלבן אחד יהפוך לקטע באורך 
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, השני יהפוך לקטע באורך 
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, המרחק בין שני הקטעים הוא 
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, והקוביון הופך בהטלה לטרפז שווה-שוקיים שבסיסיו 
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 ו-
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 וגובהו 
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. בטרפז זה ניתן לחסום מעגל. מרכז המעגל נמצא באמצע הקטע שמחבר את אמצעי הבסיסים, שזה בדיוק היטל של O. לכן O נמצא במרחקים שווים מ-4 פאות שמאונכות למישור P: שני המלבנים ושני טרפזים צדדיים.
היינו יכולים להשתמש גם בהטלה למישור אנכי שמאונך גם ל-P, ולראות שמרחקים מ-O לשני הפאות המלבניות שוות למרחקים מ-O לשני פאות נותרות. זה אומר כבר שמרחקים מ-O לכל הפאות שווים, ולכן הקוביון שלנו גם חוסם כדור עם אותו מרכז כמו הכדור שחוסם אותו.

פתרון שני. על מנת להסביר דוגמה שונה מהותית, נשתמש בדואליות. נניח יש לנו פאון 
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 שחסום בכדור 
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 שמרכזו O וחוסם כדור 
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 שמרכזו גם O. נתבונן בקמור של נקודות השקה של פאות הפאון עם הכדור. זה יוצר פאון נוסף, שנסמן אותו 
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. נניח ש-A קודקוד של 
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. כל נקודות ההשקה של הפאות שמכילות את A עם הכדור נמצאות באותו מרחק מ-A, הרי כל הקטעים המשיקים מ-A לכדור הן מאותו אורך. לכן נקודות השקה אלה ניתן להעביר זו לזו באמצעות סיבוב סביב הציר OA. לכן כל הנקודות אלה נמצאות על מישור אחד, וזה נותן פאה של פאון 
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.

פאון 
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 נקרא פאון דואלי של פאון 
[image: image21.wmf]P

. אנחנו נציין ללא הוכחה את התכונות הבסיסיות שיש לפאון זה, ונשאיר אותם כנקודות למחשבה לקוראים:
א. לכל פאה של 
[image: image22.wmf]P

 מתקבל קודקוד של 
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 (נקודת השקה).

ב. לכל קודקוד של 
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 מתקבלת פאה של 
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 בצורה שהסברנו: כל הפאות שנפגשו בקודקוד זה קשורים לקודקודי 
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 שנמצאים במישור אחד.

ג. אפשר גם להמשיך את ההתאמה למקצועות: לכל מקצוע של 
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 יש מקצוע של 
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P

, פאות סמוכות למקצוע חדש קשורים לקודקודים שמחוברים על ידי מקצוע ישן ולהפך.

ד. קל באמצעות 
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 לקבל בחזרה את 
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.

ה. אם קודקוד A של 
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, ו-
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, ורדיוס של 
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 הוא 
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, אז מרחק מ-O לפאות של 
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P

 הוא 
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. כמסקנה, אם 
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 חסום בכדור שמרכזו O, אז 
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 חוסם כדור שמרכזו O.
אנו מוצאים לקורא להוכיח לבד את התכונות של דואליות שהזכרנו. למה בכלל לחשוב על דואליות? כי זה מאפשר לנו להחליף קוביון שאינו קוביה בתמניון שאינו משוכלל. ואז בעצם צריך לבנות תמניון לא משוכלל שחסום בכדור וחוסם כדור עם אותו מרכז.
תמניון כזה לא קשה לבנות. ניקח שני משולשים משוכללים חופפים שאחד מסובב ביחס לשני ב-
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, ונמקם אותם בשני מישורים אופקיים, כך שמרכז של משולש אחד נמצא בדיוק מעל המרכז של המשולש השני.לא משנה מה המרחק בין המישורים, קודקודי המשולשים יהיו כולם על אותו כדור, הרי כולם נמצאים באותו מרחק מנקודה O שנמצאת באמצע הדרך בין מרכזי המשולשים.

המרחק מ-O לשני המשולשים המשוכללים זהה. גם המרחק מ-O לכל הפאות הצדדיות של התמניון שהוא קמור של שני המשולשים הוא אותו דבר, אבל לאו דווקא שווה למרחק מ-O למשולשים האופקיים. אם שני המשולשים האופקיים קרובים מאוד זה לזה, מקבלים תמניון די שטוח שבו מרחק מ-O למשולשים האופקיים קטן יותר. אם שני המשולשים האופקיים נמצאים מאוד רחוק זה מזה, מקבלים תמניון מאוד גבוה מהמרחק מ-O משולשים האופקיים גדול יותר מאשר למשולשים הצדדיים. אם מזיזים מהמצב הראשון לשני ברציפות, יש באמצע מצב שכל פאות התמניון נמצאים באותו מרחק מ-O. 

תמניון זה דואלי לקוביון, שמקיים את תנאי השאלה (אבל שונה מהדוגמה של הפתרון הראשון).
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