4. מצולע קמור שווה צלעות (לאו דווקא משוכלל) בעל 
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 צלעות ממוקם בתוך מעגל. ממשיכים כל אחת מצלעות המצולע לשני הכיוונים עד חיתוכן עם המעגל, ומקבלים 
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 קטעים חדשים שנמצאים מחוץ למצולע. לאחר מכן צובעים את הקטעים החדשים בשני צבעים, כחול ואדום. הוכיחו כי תמיד ניתן לצבוע כך שסכום אורכי הקטעים הכחולים יהיה שווה לסכום אורכי הקטעים האדומים.

פתרון. נעבור על המצולע באופן מעגלי, נגד כיוון השעון. המשך של כל צלע בכיוון התנועה יצבע בכחול, והמשך של כל צלע נגד כיוון התנועה יצבע באדום. אנו נוכיח כי בצביעה זאת סכום האדומים שווה לסכום הכחולים. בעצם, נציג שתי הוכחות שונות.

הוכחה ראשונה. נסמן את אורך הצלע ב-
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 (אורך של כל הצלעות זהה), קטע אדום שהוא המשך של צלע מספר 
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 נגד כיוון התנועה נסמן 
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, וקטע כחול שהוא המשך של אותה צלע בכיוון התנועה נסמן 
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. כידועה, כאשר שני מיתרים במעגל נחתכים, אז מכפלת הקטעים שנוצרים על כל מיתר שווה. כאשר משתמשים בטענה זו עבור המיתרים שהם המשכי הצלעות 
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, מקבלים זהות
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ניתן לרשום את הזהות הזאת לכל 
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 עם משתמשים בסימון מעגלי 
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. אם נפתח סוגריים, נחבר את כל 
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 הזהויות שנוצרו כך, אז בכל אגף 
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 יופיע פעם אחד ויתכזז. יישאר 
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. כעת נחלק את שני האגפים ב-
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 ונקבל מש"ל.

הוכחה שנייה. נציג את הקודקודים כווקטורים 
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 (כאשר 
[image: image17.wmf]0

N

AA

=

). אמצע הצלע מספר 
[image: image18.wmf]i

 הוא הווקטור 
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, והכיוון של הצלע הוא ווקטור 
[image: image20.wmf]1

iii

vAA

-

=-

. כמובן שאם רוצים ווקטור יחידה באותו כיוון, אז לוקחים את 
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, כאשר 
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 הוא אורך של כל צלע (הרי נתון שמצולע שווה צלעות). אם נצבע גם חצי ראשון של כל צלע באדום, וחצי שני בכחול, ההפרש בין כחול לאדום לא ישתנה. אז כל מיתר שנוצר מצלע של מצולע מחולק לשני חלקים, אדום וכחול, ונקודת המעבר זה בדיוק אמצע הצלע. הפרש בין אדום לכחול בכל מיתר כזה הוא פי 2 יותר ארוך מהטלת הווקטור 
[image: image23.wmf]1

2

ii

AA

-

+

 לכיוון של ווקטור הצלע 
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, וניתן לתאר אותו על ידי נוסחה:
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לכן ההבדל הכולל בין האדומים לכחולים הוא 
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