7. במדינה מסוימת סוחרים בחול זהב וחול פלטינה. ניתן להחליף זהב בפלטינה ולהפך לפי שער שנקבע על ידי מספרים טבעיים 
[image: image1.wmf]g

 ו-
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 באופן הבא: 
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 גרמים של חול זהב הינם שווי ערך ל-
[image: image4.wmf]y

 גרמים של חול פלטינה אם 
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 (המספרים 
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 ו-
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 לא חייבים להיות שלמים). בהתחלה לבנקאי יש קילו של חול זהב וקילו של חול פלטינה ו-
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. המדינה מבטיחה להקטין בכל יום את אחד מהמספרים 
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 ב-1, כך שבעוד 2000 ימים שניהם יהיו שווים ל-1, אך הסדר בו יתבצעו השינויים אינו ידוע מראש. האם הבנקאי יכול לבצע החלפות כל יום, כך שבסוף יהיו לו בוודאות לפחות 2 קילו מכל סוג חול?
תשובה. לא, הוא לא יכול להגיע ל-2 קילו (אבל יכול להתקרב לזה).
פתרון. אנחנו נשאל שאלה הפוכה: כמה חול צריך להיות, על מנת שבסוף נוכל להגיע ל-
[image: image11.wmf]s

 גרמים של חול. אם בסוף יש 
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 חול זהב ו-
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 חול פלטינה אז צריך שיתקיים 
[image: image14.wmf]xys
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, הרי בסוף ניתן לעשות החלפה בין זהב לפלטינום ולהגיע לכל חלוקה, למשל 
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 מכל סוג.
משפט. בהנחה שיש לנו שערים 
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 וכמויות 
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 ו-
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, התנאי לכך שבהיום המשכר נקבל 
[image: image20.wmf]s

 חול בסה"כ הוא 
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 (או במילים אחרות 
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כמובן, מהמשפט מקבלים פתרון של שאלה. אכן, על מנת שבסוף יהיה 4 קילו חול, צריך שבהתחלה יתקיים 
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. כלומר 
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, כלומר אין לבנקאי מספיק חול בהתחלה (חסר קצת פחות מאלפית). 

הוכחת המשפט. באינדוקציה.

אם 
[image: image25.wmf]1
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 אז חול זהב הוא יקר פי 
[image: image26.wmf]g

 מחול פלטינה. אם אנחנו רוצים להגיע לכמות מרבית של חול, אז כדאי להחליף את כל הזהב לפלטינה  ברגע זה, כי 
[image: image27.wmf]1
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 יישאר עד הסוף, ו-
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 הולך רק לרדת, לכן ההחלפה ברגע הנוכחי תגדיל בצורה מקסימאלית את כמות החול. בכל מקרה, כמות הכי גדולה של חול שאפשר להשיג זה 
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, והתנאי הוא 
[image: image30.wmf]gxys

+³

, וזה שקול ל-
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[image: image32.wmf]1

g

=

 הוכחה דומה. 

נניח שאנחנו רוצים להוכיח עבור 
[image: image33.wmf],
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 נתונים וכבר הוכחנו קודם את המשפט למקרים שהשארים הם 
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 או 
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. אנחנו צריכים לעבור מהכמויות הנתונות של חול 
[image: image36.wmf],
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 לכמויות 
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, כך שבכל מקרה למחרת נוכל להבטיח שנוכל להגיע לכמות 
[image: image38.wmf]s

 בסוף. למחרת השארים יהיו 
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 או 
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, כלומר לפי המשפט שכבר הוכנו חייב שיתקיים 
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נכפיל אי-שוויון ראשון ב-
[image: image42.wmf]p

, את השני ב-
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 ונחבר. נקבל
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נחלק ב-
[image: image46.wmf]pg

 ונקבל את טענת המשפט. כלומר זה אכן תנאי הכרחי על מנת שנגיע ל-
[image: image47.wmf]s

. אבל האם זה תנאי מספיק? כמובן, כל המצבים שבהם 
[image: image48.wmf]xgyp
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 זהה שקולים לפי חוקי ההחלפה. 

העניין הוא, שאם נהפוך את שני אי-השוויונים שרשמנו כמערכת לזהויות, אז קיים פתרון למערכת המשוואות: 
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ניקח 
[image: image50.wmf]p

 כפול משוואה שנייה פחות 
[image: image51.wmf]1
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 כפול משוואה ראשונה ונקבל
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וזה נותן ערך מפורש וחיובי עבור 
[image: image53.wmf]y
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, באותה שיטה מקבלים גם ערך מפורש וחיובי עבור 
[image: image54.wmf]x
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.

כמובן, עבור ערכים אלה גם אי-שוויונים אחרים שהסקנו הופכים לזהויות, בפרט 
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כל ערכים של 
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 עם אותו 
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 (או במילים אחרות אותו 
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) כמו 
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xy

%%

 גם מתאימים לפי חוקי ההחלפה, לכן בוודאי גם כל 
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 עבורם 
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. לכן זה גם תנאי מספיק. מש"ל.

הערה. כיצד מגלים פתרון כזה? צריך לפתור מהסוף, וכאשר מגיעים לאי-שוויונים עבור 
[image: image62.wmf],
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 נמוכים אז שמים לב לחוקיות, שאותה קל להוכיח באינדוקציה.
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