5. נתונות מספר נקודות לבנות ומספר נקודות שחורות. כל נקודה לבנה מחוברת בקטע לכל נקודה שחורה, ועל כל קטע כתוב מספר טבעי. ידוע שאם נלך לאורך מסלול סגור אשר מורכב מקטעים אלה, מכפלת המספרים על המעברים מנקודות לבנות לשחורות תהיה שווה למכפלת המספרים על המעברים מנקודות שחורות ללבנות. האם בהכרח אפשר לרשום בכל נקודה מספר טבעי, כך שהמספר שכתוב על כל קטע יהיה שווה למכפלת המספרים בקצותיו?
פתרון. ניקח קודקוד A שחור ונרשום בו 1. 

ניקח קודקוד לבן B ונרשום בו מספר 
[image: image1.wmf]x

, שרשום גם על הקטע AB. נעשה דבר דומה לכל קודקוד לבן אחר.

לכל קודקוד שחור C כזה שעל BC רשום 
[image: image2.wmf]y

 נרשום על קודקוד C מספר 
[image: image3.wmf]/

yx

.

כך נקבל מספר בכל קודקוד. נראה שמספרים אלה מקיימים את כל האילוצים, פרט לזה שהמספרים טבעיים (כי בצורה כזאת יכולים להיווצר שברים). אכן, לכל קודקוד D עבורו על AD רשום 
[image: image4.wmf]z

 גם על D יהיה רשום 
[image: image5.wmf]z

. אז המספר של AB כפול מספר של CD שווה למספר של AD כפול מספר של BC, לכן עם המספר של AB   הוא 
[image: image6.wmf]x

 ושל BC הוא 
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 ושל AD הוא 
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 אז המספר של CD הוא לפי התנאי 
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, והמספר של C ושל D הם 
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 ו-
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 כי כך הגדרנו, ולכן הכול מסתדר. כל קטע שמקשר ל-A או ל-B מסתדר גם, כי כך הגדרנו את המספרים בקודקודים.

הבעיה האפשרית שיש לנו שברים. בו נגיד למשל כי יש קודקוד  שחור C והמספר שרשום בו הוא שבר, שלאחר צמצום המכנה שלו מתחלק במספר ראשוני 
[image: image12.wmf]p

. המכפלה של המספר ב-C ומספר בכל קודקוד לבן D זה מספר שלם (שרשום על הקטע שמחבר אותם). לכן כל המספרים בקודקודים לבנים מתחלקים ב-
[image: image13.wmf]p

. לכן מותר, בלי לגרום שום נזק, לחלק את כל המספרים בקודקודים לבנים ב-
[image: image14.wmf]p

 ולהכפיל את כל המספרים בקודקודים בשחורים ב-
[image: image15.wmf]p

.

כך נמשיך, ובכל צעד נקטין את אחד המכנים ולא נגדיל מכנה של אף שבר אחר. לכן בסופו של דבר נגיעה לכך, שכל המספרים שלמים. מש"ל.
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