6. במדינה מסוימת לכל עיר יש מספר מזהה. במשרד התחבורה יש רשימה בה לכל זוג מספרים מזהים מצוין האם שתי הערים האלה מחוברות על ידי מסילת ברזל (באופן ישיר). מסתבר שלכל זוג מספרים מזהים M ו-N, אפשר למספר את כל הערים מחדש כך שהעיר M תהיה כעת עם מספר N, אבל הרשימה עדיין תישאר נכונה.

האם בהכרח לכל זוג מספרים מזהים 
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 ו-N, אפשר למספר את כל הערים מחדש כך שהעיר עם מספר M תהיה עם מספר N, והעיר עם מספר N תהיה עם מספר M, והרשימה עדיין תישאר נכונה?
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תשובה: כן

פתרון ראשון. נבנה דוגמה ל-
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 ערים. הקודקודים מחוברים בצורה של גלגל, וכל חלק בגלגל נראה כמו הציור. יש סימטריה שיקופית לגלגל זה, למשל ביחס לאנך האמצעי של BC, לכן ניתן להעביר קודקוד B לקודקוד C בציור. כמו כן, ניתן להחליף בין מעגל פנימי לחיצוני, לכן ניתן להעביר קודקוד C לכל קודקוד אחר באותה רביעה, ויש גם סימטריה סיבובית (למשל ניתן להעביר את C ל-A. כך אפשר להעביר את C  ל-A. יחד עם זאת , לא ניתן להחליף בין A ל-C ובחזרה בו-זמנית עבור 
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: אם כן, אז B שהוא החבר המשותף היחיד של A ו-C  חייב להישאר במקום. בנוסף ל-B יש חבר יחיד נוסף חוץ מ-A ומ-C, נקרא לו D. אבל מ-D יש מסלול באורך 2 ל-C שלא עובר ב-B ואין מסלול כזה ל-A, וזה לא יתכן.
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פתרון שני. דומה לפתרון ראשון, אבל כרגע נחבר בכל רביעייה את כל 4 הערים ולא רק באלכסון. כאן יש את אותם הסימטריות כמו בפתרון הראשון, אבל קל יותר להוכיח שעבור 
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 אין דרך להחליף בין A ל-C: יש חבר משותף יחיד B, ול-B יש שני חברים משותפים עם C, אבל אין אף חבר משותף אם A.

פתרון שלישי. הדוגמה בציור. ניתן לסובב את התמונה ולהזיז כל קודקוד בכל קשת זוגית. לכן ניתן להעביר את 1 לכל קודקוד עם מספר זוגי. חוץ מזה לתמונה יש סימטריה שיקופית ביחס לשיקוף לאנך האמצעי של 1 ו-12, ולכן אפשר להעביר את 1 גם לכל קודקוד זוגי.
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לא ניתן להחליף בין 1 ו-3. עם כן, אז 2 חייב להישאר במקום (בתור חבר משותף יחיד של 1 ו-3), ואז גם 9 (החבר היחיד הנוסף  של 2) חייב להישאר במקום. לכן החבר המשותף הנוסף (חוץ מ-2) של 9 ו-3, שהוא 8, חייב לעבור לחבר נוסף של 1 ו-9, ואין חיה כזאת.

פתרון רביעי. דוגמה נוספת: ארבעון כתום. לוקחים ארבעון משוכלל (פירמידה משולשת), ומורידים ממנו פינות בחתכים מישוריים, למשל מקצרים כל מקצוע בשליש מכל צד. ברור שלתמונה יש המון סימטריה: אפשר לסובב כל פאה ב-
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 מעלות, ובאמצעות מספר סיבובים מסוג זה  ניתן להעביר כל קודקוד לכל קודקוד, אבל אי-אפשר להחליף כל שני קודקודים, למשל אי-אפשר להחליף בין A ל-B בציור, כי ל-A ול-B יש חבר משותף C יחיד, ויש ל-C חבר משותף עם A אבל לא עם B.
הערה. ראינו 4 דוגמאות. דוגמה של פתרון שני יוצאת דופן, כי הדרגה של כל קודקוד בדוגמה זאת היא 4, ובדוגמאות באחרות 3. מסתבר שדוגמה של פתרון שלישי היא מקרה פרטי של פתרון ראשון, למרות שזה לא מיד ברור מהציור. פתרון רביעי שונה מהותית מפתרון ראשון ושלישי, כי הוא לא גרף דו-צדדי: יש בו משולשים, ולכן אי-אשפר לצבוע את הקודקודים של פתרון רביעי בשני צבעים, שחור ולבן, כך שכל קשר הוא בין קודקודים בצבעים שונים, בניגוד לפתרון הראשון והשלישי.
הערה נוספת. ראינו 4 פתרונות (מתוכם 3 שונים מהותית), ובכל אחד אפשר ליצור דוגמה של לא פחות מאשר 12 קודקודים. כמובן יש עוד הרבה פתרונות עם יותר קודקודים. 
השאלה המתבקשת היא, האם אפשר לבנות גרף מהסוג שדורשים לבנות עם פחות מ-12 קודקודים?

ניתן לעבור על כל הגרפים בעלי פחות מ-12 קודקודים שבהם יש אפשרות להעביר כל קודקוד לכל קודקוד,ולהסיק שאין דוגמה נגדית עם פחות מ-12 קודקודים. 
הבדיקה היא לא מאוד קצרה ולכן לא נסביר אותה פה (אבל גם לא מאוד נוראית והקוראים בעלי סבלנות וידע לגבי משפטי סילוב מסוגלים לבצע אותה).
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