2. המורה בחר 10 מספרים טבעיים עוקבים והציג אותם ליוסי ולדני. כל אחד מהילדים אמור לחלק את המספרים לזוגות, להכפיל את המספרים בכל זוג ולחבר את 5 המכפלות האלו. הוכח כי הילדים יכולים לבחור את הזוגות כך שהחלוקות לזוגות יהיו שונות, אך התוצאות הסופיות יהיו זהות.
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פתרון ראשון
נשים לב כי בהינתן 
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 כלשהו מתקיים: 
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. 
נשתמש בזה. נניח שנתונים מספרים 
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נסמן 
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יוסי ירשום 
[image: image5.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

142356...910

nnnnnnnn

++++++++++++

, 
ודני ירשום 
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לשניהם התוצאה תהיה שווה ל-
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פתרון שני
בכל חלוקה של מספרים 
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 לזוגות 
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 סכום המכפלות בזוגות יוצא 
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המחוברים 
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 לא תלויים בזיווג, והדבר היחיד שמשתנה הוא 
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. כלומר פתרון הבעיה לא תלוי ב-
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 אלה רק בזיווג. במילים אחרות ניתן לפתור בעיה למספר 
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 כלשהו, ופתרון דומה יעבוד לכל 
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 אחר, למשל ניתן לקחת 
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אז המספרים הם 
[image: image18.wmf]4, 3, 2, 1,  0, 1, 2, 3, 4, 5
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. נבחר זיווג אקראי לא סימטרי שבו 0 ו-5 הם זוג למשל 
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 0,5 , 1,2 , 1,3 , 3,4 , 2,4 
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. נחליף סימנים לכל המספרים חוץ מהזוג 
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[image: image21.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

 0,5 , 1,2 , 1,3 , 3,4 , 2,4 

----

 שזה זיווג אחר (כאשר אמרנו לא סימטרי התכוונו בדיוק לכך, שהזיווג עם סימונים אחרים הוא שונה מהותית מזיווג הראשון). ברור כי 
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 זהה בשני המקרים, הרי 
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פתרון שלישי (לא קונסטרוקטיבי)
נשתמש ברעיון שכבר הוסבר בפתרון הקודם, שלא משנה מהו 
[image: image24.wmf]n

.
אז ניתן להניח שהמספרים  הם 
[image: image25.wmf]0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

. 
נספור מספר אפשרויות לסידור המספרים. ל-0 יש 9 אפשרויות באיזה מספר הוא יכול להיות מוכפל, למספר הכי קטן שהוא לא בזוג של 0  יש 
[image: image26.wmf]7

 אפשרויות, למספר הכי קטן שהוא לא בשני הזוגות הראשונים 5 אפשרויות לבן-זוג, וכך הלא. סך הכל 
[image: image27.wmf]975319105945
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 אפשרויות.
נגביל את מספר האפשרויות לסכום. הערך המקסימלי של הסכום  הוא: 

[image: image28.wmf]012345678906204256124
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.
(זה נובע משימוש חוזר בטענה הבאה: אם 
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, אז הביטוי הכי גדול מסוג 
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 שאפשר לייצר מהמספרים 
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 הוא 
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ובכן יש לנו 945 זיווגים שכל אחד מהם נותן מספר טבעי אד 124, לכן יש שני זיווגים (או אפילו 7 זיווגים) שנותנים את אותו הסכום.

הערה. ניתן אפילו לחזק את הטענה: הרי הסכום ביותר שמקבלים הוא 
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לכן הסכומים שיוצאים בם בטווח 
[image: image34.wmf][
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 שיש בו 
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 מספרים, לכן ניתן למצוא אפילו 14 זיווגים שיתנו את אותו הסכום, וגם זו הערכה גסה.
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