5. האם קיימות שתי פונקציות 
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 ו- 
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 בעלות ערכים שלמים בלבד, כך שלכל 
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 שלם מתקיים: 

א. 
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ב. 
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תשובות. א. לא. ב. כן.
פתרון. א. לו היו כאלה פונקציות, היינו מקבלים 
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ב. פתרון ראשון. נבנה את הפונקציות באופן הדרגתי, כאשר נקפיד על שתי תכונות נוספות: 
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 תהיינה חד-חד ערכיות, 
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 שהן הטווחים של 
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 בהתאמה יהיו זרים.

התנאים הנתונים שקולים לתנאים הבאים: 

לכל 
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לכל 
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כעת נעבור על כל המספרים השלמים בסדר עולה של הערך המוחלט: 0, 1, 
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לכל מספר 
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 נבחר 
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 מתוך המספרים שלא עברנו עליהם, ועדיין לא נמצאים ב-
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, ומקיים את התנאים שרשמנו. מכיוון ש-
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 יכול להשתייך ל-
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 או ל-
[image: image29.wmf]G

 אבל לא בו-זמנית, אז רק שורה אחת מוסיפה תנאים רלוונטיים, ורק תנאי אחד בשורה נוגע ל-
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. בהינתן אי-שוויון אחד, תמיד נוכל מספר חדש עבור 
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כעת נבחר 
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 בצורה דומה (גם כאן צריך לבחור מספר חדש שיקיים אי-שוויון אחד). 

נשים לב, שאם 
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 לא השתייך ל-
[image: image34.wmf]G

 או ל-
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שניגשנו אליו, הוא לא יתווסף אליו לעולם, הרי המספרים שאנחנו מוסיפים ל-
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 או ל-
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 הם מספרים שעוד לא עברנו עליהם.

בתהליך זה תיווצרנה פונקציות שמקיימות את התנאים הנתונים.

פתרון שני. נגדיר 
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בנינו פונקציות, כך ש-
[image: image39.wmf]f

 הופכת כל מספר לזוגי, ו-
[image: image40.wmf]g

 הופכת כל מספר לאי-זוגי ושתיהן מגדילות את הערך המוחלט. בנוסף 
[image: image41.wmf]f

 הופכת מספר זוגי לשלילי,  ו-
[image: image42.wmf]g

 הופכת כל מספר אי-זוגי לשלילי, ולכן גם 
[image: image43.wmf]ff
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 וגם 
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 הופכות כל מספר למספר שלילי עם ערך מוחלט גדול יותר, ולכן 
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מצד שני, 
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 הופכת כל מספר אי-זוגי לחיובי, ו-
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 הופכת כל מספר זוגי לחיובי, ולכן 
[image: image49.wmf]fg
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 וגם 
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 הופכות כל מספר למספר חיובי עם ערך מוחלט גדול יותר, לכן 
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