7. על מנת לעבור את המבחן, 1000 חכמים מסתדרים בשורה. יש כובעים הממוספרים מ-1 עד 1001. כובע אחד מוחבא, ואת האחרים מלבישים על החכמים בסדר אקראי. כל חכם רואה רק את הכובעים של אלה שלפניו. לאחר מכן, כל חכם לפי הסדר כאשר האחורי ראשון והקדמי אחרון, אומר בקול רם מספר שלם. כל מספר שאומרים צריך להיות בין 1 ל-1001, אבל אסור להגיד מספר שכבר נאמר. תוצאת המבחן היא כמות החכמים שאמרו את מספר הכובע שלהם. החכמים יודעם מראש את תנאי המבחן ויכולים לסכם איך לפעול.

א. האם הם יכולים להבטיח תוצאה גדולה ממש מ-500?

ב. האם הם יכולים להבטיח תוצאה של לפחות 999?
פתרון. קיימים פתרונות רבים לסעיף א', שנותנים תוצאות שונות מעל 500. אנו נציג שני פתרונות: אחד שמבטיח תוצאה של 997 לפחות, ופתרון שמבטיח תוצאה של 999 לפחות (שפותר גם את ב').
א. נתחיל מרעיון, שלא לגמרי עובד, ואז ניתקן אותו על מנת ליצור פתרון שמבטיח 997. האיש בסוף התור (זה שמדבר ראשון) יחשב את סכום המספרים שהוא רואה מודולו 1001 ואומר את המספר שיצא בקול רם. כעת כל אחד מהאנשים לפניו יכול לחשב את המספר שלו, אם הוא יודע את המספרים של כל האחרים: הוא יחסיר את כל המספרים האחרים מהסכום ויקבל מספר שלו.

כך כולם יוכלו לנחש את המספרים שלהם נכון ולהגיד אותם בכל רם כשמגיע תור שלהם: כל אחד יחסיר מהסכום הכולל מודולו 1001 את הסכום של כל מה שהוא שמע ושל כל מה שהוא רואה, ויקבל את המספר שלו, ויוכל להודיע אותו לכל העומדים לפניו. 

הבעיה אם הגישה הזאת זה החוק, שאסור להגיד מספר כלשהו פעמיים. אם מישהו יגלה, שמספר הקובע שלו שווה למספר שכבר נאמר, אז הוא לא יוכל להגיד אותו. זה קורה במצב אחד בלבד: כאשר הקובע של מישהו שווה לסכום של כל הקובעים. מצב זה יקרה בסיכוי גבוה. האיש שיבין שמספר הקובע שלו שווה לסכום הכולל לא יוכל להכריז באופן גלוי על כך, ולכן לאנשים שעומדים לפניו לא תהיה אפשרות לחשב את מספר הקובע שלהם.
הטריק לתיקון הפתרון הוא כזה. האיש שמגלה שמספר הקובע שלו שווה לסכום הכולל מודולו 1001 יגיד בכל רם את מספר הקובע של האיש הראשון בתור, שכולם רואים אותו. אז כל העומדים לפניו ידעו, שהוא אמר את המספר שלא שייך לו (כי גם הם רואים את המספר) ויסיקו שהמספר שלו שווה לסכום של כולם מודולו 1001, שנאמר בהתחלה. בצורה כזאת כולם עדיין ידעו מה מספר הקובע שלהם. כמובן, האיש הראשון בתור (שמדבר אחרון) לא יוכל כבר להגיד את מספר הקובע שלו (אפילו שיצליח לחשב אותו) ויצטרך להגיד מספר אחר שעוד לא נאמר. בצורה כזאת רק 3 אנשים לא יצליחו לנחש את המספר: הראשון שמדבר, הזה שמספר הקובע שלו שווה לסכום הכולל, והאחרון שמדבר. סה"כ יש רק 3 אנשים שלא יצליחו לנחש.\

ב. השיטה מבוססת על זוגיות של תמורות. ניתן לראות בסידור הקובעים תמורה: יש 1000 ראשים של חכמים + ארון (שזה 1001 מקומות) ויש 1001 קובעים. אפילו אם נאחד את כל המידע שמקבלים החכמים, לא נוכל לשחזר את התמורה לחלוטין, כי אף אחד לא יודע מה לגבי שניים מהקובעים, זו שבארון וזו שמעל ראש החכם האחורי, איזו מהן נמצאת איפה. אבל החכמים יכולים לחשב את התמורה, בתנאי שהיא תמורה זוגית. אם התמורה היא אי-זוגית, החכם האחורי יטעה. 
בכל מהלך, כל חכם יוצב לפני דילמה: חוץ מהקובעים שנאמרו ואלה שהוא רואה, יש עוד שתי קובעים. שתי אפשרויות אלה מתאימות לשתי תמורות, שנבדלות בהחלפה בין קובע שמעל ראשו לקובע שבארון. אבל רק אחת מבין האפשרויות הללו מתאימה זוגית. לכן אם החכם יודע לחשב זוגיות של תמורות, הוא יוכל לפתור את הדילמה הזו בצורה חד-משמעית (סביר שהוא יודע לחשב זוגיות של תמורות; הרי הוא חכם.)

