5. במישור חסר צבעים נצבעו 3 נקודות: אחת באדום, השנייה בכחול והשלישית בצהוב. בכל מהלך, בוחרים שתי נקודות צבועות מהמישור שכבר נצבעו בשניים מבין שלושת הצבעים; ואז צובעים נקודה נוספת בצבע השלישי כך שהיא תיצור עם שתי הנקודות משולש שווה צלעות, שצבעי הקודקודים שלו הם אדום, כחול וצהוב עם כיוון השעון בסדר זה. מותר לצבוע נקודה שנצבעה כבר, ומותר שלנקודה יהיו מספר צבעים. הוכח\י כי בכל שלב של המשחק, כל הנקודות הכחולות יהיו על ישר אחד.

פתרון ראשון. נניח שיש שלושה ישרים: ישר כחול, ישר צהוב, וישר אדום שנפגשים בנקודה אחת, ויוצרים זווית של 
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 אחד עם השני: סיבוב עם כיוון השעון ב-
[image: image2.wmf]60
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 ביחס לנקודת חיתוך מעביר את הישר כחול לישר הצהוב, את הישר הצהוב לישר האדום, ואת הישר האדום לישר הכחול.

אז סיבוב ב-
[image: image3.wmf]60
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 עם כיוון השעון של הישר הכחול אם מרכז בנקודה כלשהי של הישר האדום יעביר אותו לישר הצהוב, ואפשר לנסח עוד שתי טענות מסוג זה: סיבוב עם מרכז כחול ב-
[image: image4.wmf]60
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 יעביר את הישר הצהוב לישר האדום, וסיבוב מאותו סוג אם מרכז צהוב יעביר ישר אדום לישר כחול. 

את הטענה הזאת קל להוכיח: הרי כל נקודה על הישר האדום נמצאות במרחק שווה מישרים צהוב וכחול, והציור רואים שהאנך מנקודה אדומה כלשהי לישר כחול עובר לאנך מאותה נקודה לישר צהוב (גם האורך שווה, וגם הכיוון מסתדר) לכן הישר הכחול עובר כולו לישר הצהוב. בצורה דומה רואים את שני הטענות האחרות.
לכן נישאר להוכיח, שקיימת כוכבית כזאת שמורכבת מ-3 ישרים, אדום צהוב וכחול, שכל אחד מהם עובר דרך נקודה ספציפית נתונה. אם נוכיח את זה, נראה שבכל שלב של המשחק כל הנקודות הכחולות ישתייכו לישר כחול, האדומות לישר אדום, והצהובות לישר צהוב (אפילו אם נצבע מראש את כל הנקודות של כל ישר בצבע שלו), ולכן כל הנקודות הכחולות יהיו תמיד על ישר אחד.
נשתמש בזוויות מכוונות. זווית מכוונת 
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)

,

AXBY

S

 זו זווית, שבה צריך לסובב עם כיוון השעון, את הישר 
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 לע מנת שהוא יגיע לכיוון של הישר 
[image: image7.wmf]BY

. בניגוד לזוויות הרגילות שמוגדרות מודולו 
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, הזוויות המכוונות מוגדרות מודולו 
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. אחד היתרונות של זוויות מכוונות על פני זוויות אחרות הוא שמקום הגיאומטרי של נקודות 
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 עבורן זווית מכוונת 
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 שווה קבוע זה מעגל (ועבור זווית לא מכוונת מקבלים שתי קשתות מעגליות סימטריות). 

אנחנו צריכים בהינתן נקודות A, B, C למצוא נקודה T עבורה 
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המשוואה הראשונה קובעת מעגל דרך 
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 והשנייה קובעת מעגל דרך 
[image: image14.wmf],
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. ניקח נקודת חיתוך נוספת, פרט ל-B, של שני המעגלים (אם B היא נקודת חיתוך היחידה של המעגלים, כלומר המעגלים משיקים, ואז קל לבדוק כי 
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 ואז אפשר פשוט לקחת את נקודה B). במקרה הכללי נקודה T שמקיימת את שתי המשוואות ושונה מ-B תקיים גם את המשוואה השלישית, כי סכום האגפים בשמאליים 0 (הרי תמיד 
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), וסכום האגפים הימניים 
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, אבל בכל מקרה הזוויות המכוונות מוגדרות מודולו 
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.
פתרון שני. אנחנו נוכיח דבר חזק יותר: לא רק שהנקודות הכחולות נמצאות על ישר אחד, אלה גם שהמרחקים בין כל שתי נקודות כחולות זה כפולות של 
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, כאשר 
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 זה מרחק בין הנקודה הכחולה הנתונה לבין הנקודה הכחולה שאפשר ליצור בשלב הראשון. אנחנו נזדקק לטענה הבאה:

טענת המקבילית: נניח שנתונות שתי נקודות אדומות כלשהן ושתי נקודות צהובות כלשהן. מהן ניתן ליצור 4 זוגות של אדום-צהוב, ולהשלים כל זוג על ידי נקודה כחולה למשולש שווה שוקיים (כך שבכל המשולשים הקודקודים כחול-צהוב-אדום באותו סדר מעגלי, כולם בכיוון השעון או כולם נגד כיוון השעון). אז 4 הנקודות הכחולות שניתן ליצור כך, יוצרות מקבילית במובן הרחב של המילה, כלומר ניתן לחלק אותן לשתי זוגות שיוצרות קטעים מקבילים ושווים.

הוכחת הטענה. נסמן 
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 נקודות צהובות, 
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 נקודות האדומות. אז שתיים מהנקודות הכחולות מתקבלות כאשר מסובבים את קצוות הקטע 
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 מסביב 
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 ב-
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, ושתי נקודות אחרות מתקבלות כאשר מסובבים את הקצוות של 
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 מסביב ל-
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 ב-
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. הקטעים שמתקבלים שווים לקטע 
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 והם באותו כיוון (הכיוון של 
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 מסובב ב-
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). מש"ל.
כעת נפתור את השאלה. נבנה את התמונה בשלבים: בשלב האפסי יש 3 נקודות נתונות, בשלב הראשון נבנה את כל הנקודות שניתן לבנות מהן, בשלב השני נבנה את כל הנקודות שניתן לבנות בשלב הראשון, וכל הלאה. נשים לש שבשלב הראשון יהיו בדיוק 2 נקודות כחולות, שאחת מהן הייתה כבר בשלב האפסי. ניקח נקודה 
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 שנוצרה בשלב 
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 (כאשר 
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). היא נוצרה מנקודות 
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 (בצבעים צהוב ואדום בהתאמה) שאחת מהן נוצרה בשלב 
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, והשנייה נוצרה בשלב 
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 או שהייתה כבר קיימת.
אפשר גם ליצור את הנקודה 
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 נקודות 
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 (כחולה ואדומה בהתאמה), ואת הנקודה 
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 ניתן ליצור מנקודות 
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 (כחולה והצובה בהתאמה), כאשר הנקודות 
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 גם נוצרו בשלב 
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 או לפני. בואו נבדוק את זה. אחת הנקודות 
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 נוצרה בשלב 
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 בדיוק, ולכן היא נוצרה מנקודות שהיו לפני שלב 
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. אבל אחת מבין אותן שתי נקודות, ללא הגבלת הכלליות זו 
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, הייתה יכולה להיות כבר לפני שלב 
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. אם היא נוצרה בשלב 
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 אז היא נוצרה משתי נקודות שהיו לפני, ואז כל הנקודות 
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 היו לפני שלב 
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.
אם לאומת זאת נקודה 
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 היא משלב 0, אז אפשר ליצור אותה מנקודה אדומה של שלב 0 ונקודה כחולה של שלב 1 (כי גם הן משלימות את הנקודה הצהובה המקורית למשולש משוכלל). 

לכן בכל מקרה ניתן להניח כי נקודות 
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 קיימות בשלב 
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 ונקודות 
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 היו קיימות כבר בשלב 
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. לכן הנקודה 
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 שמשלימה את 
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 למשולש משוכלל קיימת כבר בשלב 0.

הנקודות 
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 נוצרות מנקודות 
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 ונקודות 
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 כאשר משלימים למשולש משוכלל על ידי קודקוד כחול, לכן לפי טענת המקבילית הקטע 
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 שווה ומקביל לקטע 
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 כאשר 
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 כבר היו בשלב 
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. לכן אם עד שלב 
[image: image66.wmf]n

 כול הנקודות הכחולות היו על אותו ישר במרחקים שהם כפולות של 
[image: image67.wmf]d

 אז גם בשלב 
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 כל הנקודות על אותו ישר במרחקים שהם כפולות של 
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