5. מכונית נוסעת בכביש מעגלי בכיוון השעון. ב-12 בצהריים בדיוק שני משקיפים נעמדו בשתי נקודות שונות בצד הכביש. ידוע כי המכונית עברה ליד כל אחד מהמשקיפים לפחות 30 פעמים. המשקיף הראשון שם לב כי כל סיבוב לקח למכונית בדיוק שנייה אחת יותר מאשר הסיבוב הקודם. המשקיף השני שם לב כי כל סיבוב לקח למכונית בדיוק שנייה אחת פחות מאשר הסיבוב הקודם. הוכח כי עברה לפחות שעה וחצי מאז שהמשקיפים הגיעו.
פתרון. אנחנו נחשב בשניות בלי לרשום יחידות. יש שני מקרים: כאשר המכונית קודם עוברת דרך המשקיף הראשון וכאשר היא קודם עוברת דרך השני. 

נניח שהיא קודם עוברת דרך המשקיף הראשון. נניח כי תוך זמן 
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 היא מגיע לשני, תוך זמן 
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 היא חוזרת לראשון, תוך זמן 
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 היא שוב מגיע לשני, תוך זמן 
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 היא חוזרת שוב לראשון, ... , אחרי זמן 
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 היא בפעם ה-29 עוברת מראשון לשני, אחרי זמן נוסף 
[image: image6.wmf]29
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 היא מגיע בפעם ה-30 לראשון, ואחרי זמן 
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 היא מגיע לשני בפעם ה-30.

(במקרה השני צריך להוסיף תקופת 
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 בהתחלה ולהוריד את תקופת 
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המספרים האלה מקיימים מערכת משוואות:
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כאשר בעמודה השמאלית המשוואות של המשקיף הראשון, ובעמודה הימנית המשוואות של המשקיף השני. את המשוואות ניתן להעתיק גם בצורה קצת שונה:
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אם נחסיר מכל משוואה בצד שמאל משוואה שנמצאת בצד ימין שלה, נקבל:
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אם נחסיר ממשואה בצד שמאל של הטבלה משוואה בצד ימין של השורה הקודמת, נקבל
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כמובן, גם במקרה השני (כאשר המכונית עוברת קודם במשקיף השני) אותם המשוואות נכונות, רק שיש 30 ערכי 
[image: image14.wmf]b

 ו-29 ערכי 
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 ולא להפך. אנחנו נניח שיש רק 29 ערכים בשני הסדרות, והערכים מקיימים תנאים 
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, ואז הפתרון שלנו יהי תקף לשני המקרים.

ננסה להבין, איזה סדרות מקיימות את התנאים 
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. נגדיר סדרה:
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. אז התנאי 
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 אומר בעצם: 
[image: image20.wmf]1

2

nn

aa

+

-=

%%

. לכן 
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. דוגמה לסדרה כזאת היא 
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: במקרה זה 
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. לכן הסדרה 
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 מקיימת את התנאי 
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 ולכן היא סדרה חשבונית 
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, במילים אחרות 
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. באופן דומה ניתן להוכיח כי 
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. שתי הנוסחאות האחרונות מתקבלות ישירות מנוסחאות הנסיכה 
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. בנוסף, יש לנו את התנאי הפיסיקלי: 
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 לפחות עבור 
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[ניתן באופן אינטואיטיבי לחשוב על זה בתור שאלה על אינטגרל מינימלי (בעצם סכום, אבל דומה לאינטגרל) של שני פונקציות ריבועיות מסוגים 
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, שחיוביות בקטע 
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 או לפחות בנקודות השלמות של קטע זה.]

מכיוון שאנחנו מחפשים את החסם מלרע המקסימלי עבור 
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, נחליש את התנאי: נסתמך רק על כך, ש-
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למען נוחות החישובים, נשנה את תחום ההגדרה: נעבור מקטע 
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 לקטע 
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. נגדיר פונקציות 
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, כאשר גם הן פונקציות ריבועיות מסוג 
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הפונקציות מוגדרות ואי-שליליות בנקודות השלמות של 
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, וצריך למצוא את 

תהיה 
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 פונקציה ליניארית, כזאת ש-
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. אנו נחליף פונקציה 
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 בפונקציה 
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. מי שמכיר טוב פונקציות ריבועיות, יכול להבין ש-
[image: image46.wmf]b

 עדיין אי-שלילית בקטע 
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, אבל אנחנו לא נשתמש בזה. בכל מקרה, ל-
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 ערכים קטנים יותר מאשר ל-
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 בקטע 
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, גם היא ריבועית מסוג 
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, ושורשים שלה הן 
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, ולכן היא 
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כעת נסתכל בפונקציה 
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. נתבונן בפונקציה ליניארית 
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 שהגרף שלה משיק לגרף של 
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 ב-0. קל לראות כי 
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 זו פונקציה אי-שלילית בכל הישר הממשי, היא מסוג 
[image: image58.wmf]2
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 ויש לה שורש כפול ב-0, לכן בעצם 
[image: image59.wmf]2

min

n

a

=

. מצד שני, 
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הרי 
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 ליניארית, ולכן  
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מצד שני צריך להוכיח כי הזמן הכולל הוא לפחות שעה וחצי שזה 
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 בשניות. הוכחנו קצת יותר. 

אכן, 
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, מש"ל.
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