6. א. נתונות קליפה כדורית ונקודה A בתוכה. דרך A העבירו שלושה ישרים מאונכים בזוגות שחותכים את הקליפה הכדורית בשש נקודות. הוכח כי מרכז המסה של הנקודות האלו לא תלוי בבחירה של הישרים.
ב. בתוך קליפה כדורית נמצא איקוסהדרון שמרכזו, A, לאו דווקא מתלכד עם מרכז הקליפה. העבירו קרניים מ-A לקודקודים של האיקוסהדרון. נתבונן ב-12 נקודות החיתוך של הקרניים עם הקליפה הכדורית. הוכח שאם נסובב את האיקוסהדרון סביב מרכזו, נעביר שוב את הקרניים ושוב ניקח את נקודות החיתוך עם הקליפה, מרכז המסה של 12 הנקודות לא ישתנה.
פתרונות. אנחנו נציג יותר מפתרון אחד. נציג פתרון קצר לסעיף א' עם גיאומטריה אנליטית, אחר-כך פתרון לסעיף ב' אם הטלות ותנודות הרמוניות, ובסוף פתרון כללי שמתאים גם למקרה רב-מימדי אבל משתמש באלגברה ליניארית (קיים גם מקרה מישורי שמוצג בשאלה 6 לכיתות ט'-י', עבורו יש פתרון פשוט, שגם הוא מקרה פרטי של פתרון כללי).

נסמן תמיד ב-O את מרכז הקליפה.

א. נבחר מערכת צירים קרטזית אם ראשית ב-O, וצירים שמקבילים לישרים. נקודה A בקואורדינאטות היא 
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. יש לנו שלושה מיתרים KL, MN, RS שמקבילים לצירים 
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 בהתאמה. אז K,L בקואורדינאטות  הם 
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 ומרכז מסה שלהם הוא 
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. באופן דומה מרכז מסה של M,N הוא 
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 ושל R,S הוא 
[image: image6.wmf](

)

11

,,0

xy

 ולכן מרכז מסה של K,L,M,N,R,S הוא 
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 כלומר זו בכל מקרה נקודה שנמצאת על OA ומחלקת אותו ביחס 2:1. 
ב. כמו בפתרון הקודם, במקום לחשב את מרכז הכובד של 12 קצוות המיתרים, נחשב את מרכז הכובד של 6 אמצעי המיתרים. אמצע של מיתר הוא היטל של O על הישר של המיתר (לכן על מנת להגדיר אותו, לא צריכים את הקליפה, מספיק שתהיה נקודה O. 

נקרא לפונקציה 
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 תנודה הרמונית, עם היא מהסוג 
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. למשל: אם נקודה נעה על מעגל במישור במהירות זוויתית 1, אז שני הקואורדינאטות שלה הן תנודות הרמוניות. קל לראות גם, שאם יש נקודה 
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 כאשר 
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 הם תנועות הרמוניות, אז לכל ווקטור קבוע 
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מכפלה סקלרית 
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 היא תנודה הרמונית. 
אם לפונקציה 
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של תנודה הרמונית 
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 או 
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 שונה מ-0, אז בעצם 
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כלומר לפונקציות מסוג זה יש מחזור באורך 
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 בדיוק, כל עוד הן לא קבועות.

נבחר במרחב מערכת צירים שמרכזה ב-A. נסתכל על הנקודות שהן היטלים של O על 6 הישרים. נסובב את כל הישרים מסביב לאחד מהם, אז ההיטלים ישתנו. בכל מקרה, ווקטורי יחידה שמגדירים את כיוון הישרים מסתובבים במעגלים, לכן מכפלות קואורדינטות שלהם משתנים לפי תנודות הרמוניות, וכך גם מכפלות סקלריות שלהם אם ווקטור 0. לכן גם קואורדינאטות של מרכז הכובד הן תנודות הרמוניות. מצד שני, המערכת של ישרים תעבור לעצמה אחרי חמישית מהסיבוב המלא. לכן הקואורדינאטות של מרכז הכובד הן פונקציות מחזוריות עם מחזור של 
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. אבל הן תנודות הרמוניות, לכן או שהן עם מחזור 
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 בדיוק או שהן קבועות. לכן מרכז הכובד קבוע, ולא משתנה כאשר אנחנו מסובבים את האיקוסהדרון מסביב לאחד הצירים שלו.
לא קשה לראות, כי ע"י מספר סיבובים מסביב לאלכסונים שלו ניתן להעביר איקוסהדרון כלשהו לאיקוסהדרון אחר עם אותו מרכז ובאותו גודל. לכן מרכז הכובד של הנקודות המוטלות לא תלוי בכיוון האיקוסהדרון.

פתרון כללי (משתמש באלגברה ליניארית). כמו קודם, נטיל O על מספר ישרים שעוברים דרך A (בסעיף א' 3 ישרים מאונכים, בסעיף ב' אלכסונים גדולים של איקוסהדרון, באופן קבוצה סופית של ישרים במרחב N-מימדי עם מספיק סימטריות). אנחנו נבחר מערכת צירים קרטזית עם A במרכז. כל הטלה היא העתקה ליניארית כפונקציה של O (עם 
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). לכן ממוצע שלהם היא גם העתקה ליניארית (וגם עם 
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), שמעבירה את מרכז הקליפה O למרכז המסה G. קל לראות, שאם O נמצא על אחד מהישרים האלה, אז מטעמי סימטריה גם G נמצא על אחד מהישרים האלה. לכן כל אחד מהישרים הנתונים הוא מרחב עצמי, ומטעמי סימטריה גם עם אותו ערך עצמי. הישרים פורסים את המרחב, ולכן ווקטורים עצמיים עם ע"ע מסוים פורסים את המרחב. לכן העתקה ליניארית זו היא כפל בסקלר מסוים 
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, או הומותטיה אם מרכז ב-A (משיקולי 
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 ברור שסקלר זה הוא 
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).
ובכן, הווקטור AG הוא 
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, כאשר 
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 קבוע, וזה קובע את G באמצעות O, A באופן חד-משמעי (בעצם, 
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, לכן G נמצא על OA, קרוב יותר ל-A פי N מאשר O, כאשר N מימד המרחב).
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