6. א. בסדרה אינסופית של מלבנים במישור, שטחו של המלבן ה-

[image: image1.wmf]n

 הינו . האם בהכרח ניתן לכסות באמצעותם את המישור? (מותר שהמלבנים יחתכו.)

ב. נתונה סדרה אינסופית של ריבועים. האם בהכרח ניתן לכסות באמצעותם את המישור, בתנאי שלכל N ממשי יש אוסף ריבועים שסכום שטחיהם לפחות N?
תשובה. א. לא. ב. כן.

פתרון. א. נניח שאורך של המלבן מספר 
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. אז שטחו 
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. נתבונן בעיגול במישור שרדיוסו 100 (ושטחו
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). מלבן מספר 
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 בעצם יכול לתפוס לא יותר מאשר 
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 מהשטח של העיגול (בצד הארוך של המלבן מספיק להסתכל רק על חלק של צלע באורך 200 שהכי קרובה למרכז של העיגול, הרי נקודות יותר רחוקות הן בטוח מחוץ לעיגול). 

לכן בעיגול זה נוכל לכסות רק שטח בגודל 
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 וזה לא מספיק בשביל לכסות את העיגול, לכן אין סיכוי לכסות את כל המישור.
ב. אנחנו נסתמך על טענה:
טענה. באמצעות מספר סופי מבין הריבועים שמקיימים את התנאים של סעיף ב' ניתן לכסות ריבוע יחידה.

אם נזרוק מספר סופי מהריבועים שמקיימים את סעיף ב' נקבל עדיין אוסף ריבועים שמקיים את התנאים. לכן אפשר לכסות על ידיהם ריבוע יחידה, וגם ריבוע 
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, הרי אם נקטין את כל הריבועים פי 
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 עדיין יהיו ריבועים שמקיימים את התנאי.

ובכן, אנחנו יכולים לכסות ריבוע יחידה כלשהו במישור, עם הריבועים שנותרו לכסות ריבוע שצלעו 2 עם אותו מרכז במישור, עם הריבועים שנותרו לכסות ריבוע שצלעו 3 עם אותו מרכז באותו מישור וכך הלאה. בתהליך זה נוכל לכסות את כל המישור. נשאר להוכיח טענה.

הוכחה ראשונה. נחליף כל ריבוע באוסף בריבוע קטן יותר שצלע שלו היא חזקה שלמה (יכולה להיות שלילית) של 2 הכי גדולה שקטנה מהצלע של ריבוע. זה יקטין את השטחים פחות מאשר פי 4. לכן התנאים עדיין יתקיימו. 

אם יש ריבועים בעלי צלע 1 או יותר, אז מספיק לקחת ריבוע אחד כזה. נניח שלא: צלע של כל ריבוע היא 
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 כאשר 
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 טבעי. נסדר קבוצות של ריבועים בעלי צלע בגודל 
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 בקבוצות של 
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 למלבנים בעלי רוחב 1 וגובה 
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 כאשר בהתחלה ניקח את הריבועים הגדולים ביותר ונתקדם מהגדול לקטן. כמובן, אם כמות של ריבועים בעלי צלע 
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 לא מתחלק ב-
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, יתקבלו שאריות של פחות מ-
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 ריבועים בגודל כזה, אבל שטחם הכולל יהיה קטן מ-
[image: image22.wmf]1

2

n

, לכן השטח הכולל של כל השאריות שיוצרו בתהליך קטן מ-1. לכן כאשר נסדר בצורה כזאת מספר ריבועים ששטחם גדול מ-2, יהיו לנו מספר מלבנים שאורך שלהם 1 ושטחם הכולל גדול מ-1, 

לכן הם מכסים ריבוע יחידה.

הוכחה שנייה (למת הכיסוי של ויטלי). נחליף כל ריבוע בריבוע שקטן פי 3. נשים את הריבועים מהגדול לקטן בריבוע היחידה, כך שצלעותיהם יקבילו לצלעות הריבוע, והריבועים שאנחנו מכניסים לא יחתכו. התהליך לא יכול להימשך לנצח: הרי מתישהו סכום השטחים יהיה גדול מדי.

עכשיו נגדיל כל ריבוע פי 3 (בלי להזיז את המרכז ובלי לסובב). קל לראות שהריבועים מכסים את ריבוע יחידה. עם לא, אז יכולנו לבחור בנקודה הלא מכוסה להיות מרכז של הריבוע הנוסף בתהליך שלנו.
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