5. נתון משולש ABC וישר 
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 המשיק למעגל החסום במשולש. יהיו  חוצי זוויות של הזוויות החיצוניות של משולש ABC. יהיו 
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 השיקופים של 
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 ביחס ל- 
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. הוכח שהמשולש הנוצר ע"י הישרים 
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 חופף ל-ABC.
פתרון. נתחיל מדוגמה: צלע AB הוא משיק למעגל חסום, ונגיד שזה ה-
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. אז השיקוף ביחס ל-
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 זה הישר AC (לפי הגדרת 
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), שיקוף ביחס ל-
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 הוא BC, ולכן המשולש שמתקבל סימטרי למשולש ABC ביחס ל-
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. לכן במקרה זה הטענה מתקיימת.
אפשר לראות דבר דומה כאשר בוחרים צלע אחרת כלשהי להיות 
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.
אם נזיז ישר במקביל לעצמו, אז גם שיקופים יזוזו ולא אישנו כיוון. אם נסובב את כל הישרים בזווית 
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 בכיוון השעון, אז כל השיקופים יסתובבו בזווית 
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 נגד כיוון השעון, לכן הזווית נשמרת. לכן אם 
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 לא נפגשים בנקודה אחת, הם יוצרים משולש דומה ל-ABC (אפילו אם 
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 לא משיק למעגל אלה ישר כלשהו במישור). כעת מספיק להוכיח למשל שרדיוס המעגל החסום במשולש שנוצר על ידי 
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 הוא תמיד שווה ל-
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 (הרדיוס של המעגל החסום של ABC).
במקום להתבונן בישר 
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, אפשר להתבונן בחצי מישור שחסום על ידי 
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 ומכיל את המעגל החסום. בדוגמה הפשוטה, כאשר 
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  מתלכד עם הצלע, נקבל לאחר סיבוב 3 חצאי מישורים שמכילים את המשולש החופף שנוצר. נסובב את הישר 
[image: image22.wmf]l

 ואת חצי המישור, כך שבכל רגע נתון הישר ישיק למעגל. מטרתנו להוכיח שבכל רגע נקבל שלושה חצאי מישורים משוקפים, שבחיתוך שלהם נוצר משולש שחופף ל-ABC. הזוויות של המשולש נשמרות, נשאר לבדוק שגם רדיוס של המעגל החסום יישמר. כלומר מספיק להוכיח שאם נזיז את הישר 
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 במקביל לתוך חצי המישור במרחק 
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, שלושת השיקופים יהפכו לישרים שנפגשים בנקודה אחת.
ובכן, מספיק להוכיח שהשיקוף של ישר שעובר דרך מרכז המעגל החסום יחסית ל-
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 נפגשים בנקודה אחת.
את השאלה החדשה אפשר להפוך לשאלה אם פחות קווים. יהיה KLM משולש שצלעותיו 
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, I מרכז המעגל החסום במשולש המקורי. אז I הוא נקודת חיתוך הגבהים של המשולש KLM, הרי AI, BI, CI הם חוצי זוויות הפנימיים של ABC, והם מאונכים לחוצי הזוויות החיצוניים, והרי שני חוצי זוויות חיצוניים (למשל AM, BM) וחוצה זוויות פנימי (למשל CI) נפגשים בנקודה אחת (K במקרה זה) שהיא מרכז המעגל החסום מבחוץ.

ובכן, השאלה החדשה היא: אם במשולש חד-זוויות KLM ישר מסוים עובר דרך I, נקודת חיתוך הגבהים, אז השיקופים של הישר הזה ביחס ל-KL, KM, LM נפגשים בנקודה אחת.
נזכיר, ששיקופים סימטריים של נקודת מפגש הגבהים נמצאים על המעגל החוסם של המשולש. זה מוכח באמצעות חשבון זוויות פשוט: מספיק לבדוק שאם I היא נקודת מפגש הגבהים גובה ב-KLM, אז הזווית KLM משלימה את KIM ל-
[image: image27.wmf]180
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. אחת הדכים לבצע את חשבון הזוויות היא להתבונן במקבילית KIMN (הפרטים הם תרגיל לקוראים).

לכן 3 השיקופים של הישר שעובר דרך I הם עוברים דרך נקודות קבועות U, V, W בהתאמה שנמצאות על המעגל החוסם של KLM (בעצם U, V, W אלה חיתוכים של המשכי הגבהים של KLM עם המעגל החוסם שלו). 

שוב, ניקח דוגמה ספציפית: נניח כי הישר שעובר דרך I הוא הגובה KI. אז קל לראות שהשיקופים שלו יחסית לצלעות הם KU, KV, KW.
כעת נסובב את הישר בזווית 
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 לפי כיוון השעון, כך שהוא עדיין יעבור דרך I. נקבל ישרים שעוברים דרך U, V, W ומסובבים ביחס ל- KU, KV, KW בזווית 
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 נגד כיוון השעון. כל אחד מבין שלושה הישרים יחתוך את המעגל בנקודה J, שנמצאת בקשת של 
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 מ-K נגד כיוון השעון. 

מש"ל: הוכחנו לא רק שהישרים נחתכים בנקודה אחת, אלה גם שהנקודה הזאת נמצאת על המעגל.

בתרגום לשאלה המקורית, הוכחנו לא רק שהמשולשים שנוצרים חופפים למשולש המקורי, אלה גם שמרכז המעגל החסום שלהם נמצא כל הזמן על אותו מעגל (שחוסם את המשולש שנוצר על ידי מרכזים של מעגלים החסומים מבחוץ של המשולש המקורי).
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