7. על מעגל כחול מסומנות 100 נקודות אדומות. הנקודות האלו מחלקות את המעגל ל-100 קשתות, כך שהאורכים של הקשתות האלה הם המספרים הטבעיים מ-1 עד 100 בסדר שרירותי. הוכח כי קיימים שני מיתרים מאונכים עם קצוות אדומים.
פתרון. נשתמש בטענה:
טענה גיאומטרית. נניח כי A, B, C, D נמצאות על מעגל. אם סכום הקשתות AB, CD שווה למחצית המעגל, אז המיתרים AC, BD מאונכים או המיתרים AD, BC מאונכים.

לטענה זו יש מספר מקרים: כאשר הקשתות לא נחתכות, כאשר קשת אחת מכילה את השנייה, וכאשר לקשתות יש חלק משותף שלא מכיל אף אחת מהן. בעצם המקרה השני שקול לשלישי עד כדי החלפת שמות של אותיות. אנחנו נוכיח את הטענה הגיאומטרית בסוף. 

בכל מקרה אחרי הטענה הגיאומטרית השאלה שלנו הופכת לשאלה קומבינטורית, שאותה אנחנו נפתור כעת.
נשים לב לכך שאם יש שתי נקודות אדומות A, B מנוגדות, אז קל לפתור את השאלה: כל נקודה C אדומה נוספת תיתן זוג מיתרים מאונכים AC, BC. לכן אנחנו נניח מעכשיו שאין נקודות אדומות מנוגדות על המעגל.
הסכום של כל המספרים מ-1 עד 100 הוא 
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 הוא מספר זוגי, ומחציתו תסומן 
[image: image2.wmf]100101

2525

4

H

×

==

. מטרתנו היא למצוא זוג קשתות עם קצוות אדומים, שסכום אורכיהם שווה 
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ניקח מנקודה אדומה כלשהי P. הנקודה הנגדית שלה כחולה, אבל אנו ניקח את הנקודה האדומה Q שהיא הכי קרובה לנקודה שמנוגדת ל-P. מרחק לאורך הקשת בין P לנקודה הנגדית של Q יסומן ב-
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 ואינו עולה על 50, לכן אורכי שתי הקשתות שקצותיהם P, Q הם 
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. ניקח את הקשת שאורכה 
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. אפשר למצוא גם קשת בין שתי נקודות אדומות סמוכות באורך 
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. סכום שתי הקשתות הללו שווה 
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זה פותר את הבעיה בכל המקרים חוץ ממקרה אחד – יכול להיות שלשתי הקשתות שמצאנו יש קצה משותף, ואחת מכילה את השנייה. לכן נעשה שוב את מה שעשינו ביתר זהירות. 
קודם כל, נשים לב שכל פעם שאנחנו לוקחים נקודה מנוגדת לנקודה אדומה P, המרחק לנקודה אדומה הכי קרובה לאורך הקשת לא יעלה על 49 חוץ ממקרה אחד – כאשר P נמצאת מול האמצע של הקשת באורך 100. לכן אם ננסה בתור P את כל הנקודות, לפחות 99 פעמים נקבל ש-
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. אומנם אנחנו יכולים לבנות קשת באורך 
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 פעמיים בצורה כזאת: פעם אחד מקצה אחד שלה ופעם שנייה מהקצה השני, אבל 
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, לכן נוכל למצוא שתי קשתות באורך 
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 עבור אותו 
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נתבונן בקשתות הללו U, W, וגם בקשת Z באורך 
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 בין שתי נקודות אדומות סמוכות. אם W או U לא מכילה את Z בקצה שלה, אז יש שני מיתרים מאונכים. אם שתיהן מכילות את Z בקצה שלהן, אז כאשר ניקח U בלי Z ובנוסף גם W בלי Z נקבל שתי קשתות זרות, שאורכיהן 
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. גם 
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, לכן אפשר למצוא קשת בין שתי נקודות אדומות סמוכות שאורכה שווה 
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. קשת זו זרה לאחת מבין הקשתות האדומים באורך 
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 שמצאנו, לכן אם נחבר את קצותיה לקצות הקשת באורך 
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 שזרה לה, נקבל זוג מיתרים מאונכים, מש"ל.
נשאר להוכיח את הטענה הגיאומטרית:

נתחיל מהמצב שבו הקשתות זרות. נבחר את הסימונים כך שהמיתרים AC, BD נחתכים בתוך המעגל בנקודה P. אנו נוכיח כי הם מאונכים ב-P.
אכן הזווית APB שווה לסכום הזוויות CBP, BCP. הזוויות האלה נשענות על הקשתות AB, CD שסכומן שווה למחצית המעגל, לכן סכום הזוויות שווה 
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 ולכן APB ישרה.

מקרה אחר נניח כי D, A, B, C נמצאות על המעגל בסדר זה, והקשת CD מכילה את הקשת AB. תהיה Q נקודת החיתוך של המשכי AD, BC. אז 
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לכן 
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 זוויות ישרה. 

שאר המקרים שקולים לשני המקרים שבדקנו. אנו מציעים לקורא לבדוק שכל המקרים שקולים לשני המקרים שבדקנו, ואולי אפילו לפתור שאלה יותר כללית – כיצד באמצעות הקשתות לבטא את הזווית בין שני מיתרים או המשכיהם?
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