4. האם קיים מצולע קמור בעל 
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 צלעות, כך שכל צלעותיו שוות, וכל קדקודיו נמצאים על הפרבולה , עבור
א. 
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תשובות. א. כן. ב. לא.

פתרון. א. יהי O – קודקוד בפרבולה. נבחר מימינו סדרה של נקודות A1, A2, … , A1005  על הפרבולה משמאל לימין ומשמאלו סדרה של נקודות B1, B2, … , B1005 על הפרבולה שמסודרים מימין לשמאל, כך שהמרחקים בין כל שני נקודות סמוכות (כלומר OA1, AkAk+1, OB1 , BkBk+1) שווים ל-d. קל לראות שכל הנקודות מוגדרות באופן חד-משמעי באמצעות המרחק d, הרי כאשר מתרחקים מהקודקוד של הפרבולה גם x וגם y משתנים מונוטונית ולכן גם המרחק עולה מונוטונית. במצולע B1005B1004…B2B1OA1A2…A1005 כל הצלעות חוץ מ-A1005B1005 שוות ל-d. נוכיח שאפשר לבחור d כזה שגם הצלע A1005B1005 יהיה שווה d.
בהתחלה ננסה לבחור d = 10–10 . אז המרחק בציר ה-x בין A1005B1005 אינו עולה על 10–5.
לכן השיפועים של כל צלעות המצולע לא עולים על 
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, ולכן לכל אחת מצלעות המשולש היטל שלו על ציר ה-x הוא יותר מאשר חצי מאורכו. לכן A1005B1005 גדול מ-d1000.
עכשיו ננסה לקחת d = 1010 . אז שיפוע של כל הצלעות חוץ מ- A1005B1005גדול או שווה ל-1010. לכן היתל של כל הצלעות האלה על ציר ה-x הוא פחות מ-d/1010, ולכן A1005B1005 קטן מ-d/105, כי הוא שווה לסכום ההיטלים על ציר ה-x של כל הצלעות אחרות. 

ברור שגם A1005B1005 וגם היחס בינו לבין d תלוי ב-d באופן רציף. ראינו מצב שהיחס הזה גדול מ-1 וראינו מצב שבו היחס קטן מ-1, לכן לפי רציפות יש d שבו היחס שווה ל-1. עבור d הזה נקבל מצולע שווה צלעות.
ב. אנחנו נרצה להישתמש ב:
טענה. נניח כי P1P2Q2Q1 מרובע קמור, ובו P1P2 = Q1Q2. אז תנאים הבאים שקולים:

1. במרובע זה 
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2. P1Q1 > P2Q2.
אנחנו נוכיח את הטענה בסוף, אבל קודם נשתמש בה בשביל להראות שאין מצולע שמקיים את התנאים. נניח שהצולע קיים, ונסמן את קודקודיו על הפרבולה מימין לשמאל:

A1006, A1005, … , A2, A1, B1, B2, … , B1005, B1006
נתבונן במצולע Ak+1AkBkBk+1. המשיקים לפרבולה בנקודות Ak+1, Bk+1 נפגשים מתחת לפרבולה, לכן הם יוצרים אם הישר AkAk+1 זוויות שסכומם לא עולה על 
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. לכן סכום הזוויות Ak+1, Bk+1 של המרובע Ak+1AkBkBk+1 גם קטן מ-
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, כי אלו זוויות קטנות יותר. לכן לפי הטענה Ak+1Bk+1 > AkBk. כאשר מאחדים את כל האי-שוויונים האלה, רואים כי A1006B1006 > A1B1 , ומכאן נובע כי למצולע יש שתי צלעות שונות.
נשאר להוכיח את הטענה. נניח כי 
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ללא הגבלת הכלליות, המרחק מהישר P2Q2 לנקודה P1 קטן או שווה למרחק מאותו ישר ל-Q1. נעביר קרן מ-Q2 במקביל לקרן P2P1 והיא נכנסת אל תוך המרובע. גם הקרן מ-P1 שמקבילה לקרן P2Q2 נכנסת לתוך המרובע. שני הקרניים יפגשו בנקודה R שנמצאת בתוך המרובע, כך ש- P1P2Q2S היא מקבילית. לכן P2Q2 = P1S  ,  Q1Q2 = P1P2 = SQ2 . 
לכן המשולש SQ2Q1 הוא שווה שוקיים, ולכן הזוויות Q2SQ1 חדה. סכום הזוויות Q2SQ1, P1SQ1 ,  Q2SP1היא 
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, ולא יכול להיות שם שתי זוויות חדות, לכן Q1SP1 קהה. לכן במשולש Q1SP1 הזוויות S היא הגדולה ביותר, ומולה נמצאת הצלע הגדולה. 

לכן Q1P1 > P1S = Q2P2 . 

כמובן אם האי-שוויון בין הזוויות בכיוון ההפוך אז באותה שיטה נקבל אי-שוויון של צלעות בכיוון ההפוך, ואם 
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 אז המרובע הוא מקבילית וצלעות נגדיות שלו שוות.   
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