6. נתונה טבלה ריבועית שבכל משבצת שלה כתוב מספר. ידוע שבכל שורה של הטבלה סכום שני המספרים הגדולים ביותר שווה ל-a, ובכל עמודה של הטבלה סכום שני המספרים הגדולים ביותר שווה ל-b. הוכח כי a = b.
פתרון ראשון. יהי N כמות השורות בטבלה.  נניח בשלילה כי a > b וננסה להגיע לסתירה. נגיד שהמספר הוא גדול אם הוא גדול או שווה ל-
[image: image1.wmf]2

a

. בכל שורה חייב להיות לפחות מספר גדול אחד, לכן יש לפחות N מספרים גדולים בטבלה. בעמודה לא יכולים להיות שני מספרים גדולים, לכן כמות המספרים הגדולים היא לכל היותר N. לכן יש בטבלה בדיוק N מספרים גדולים. לכן בכל שורה יש בדיוק מספר גדול אחד, וגם בכל עמודה. 

יהי X המספר הקטן ביותר מבין המספרים הגדולים (אם יש כמה כאלה, ניקח אחד מהם באופן אקראי). סכום של שני מספרים בשורה הזאת שווה a, אז קיים מספר Y בשורה של X כזה שעבורו X + Y = a. ברור כי Y אינו גדול. גם בעמודה של Y יש מספר גדול Z שאינו קטן מ-X. אז Y + Z ≥ Y + X = a > b, והרי Y, Z באותה עמודה. לכן סכום של שני מספרים באותה עמודה לפעמים גדול מ-b, בסתירה להנחה.
פתרון שני. נסמן את כמות השורות בטבלה ב-N. נבנה גרף שיש בו N קודקודים שמתאימים לעמודות הטבלה, ואותה כמות של קשתות שמתאימות לשורות הטבלה.  כל שורה נותנת קשת, שמקשרת את שני העמודות של המשבצות המודגשות בשורה הזאת. 

היות ובגרף יש אותה כמות של קשתות וקודקודים, אז יש בו מעגל שלא עובר אף קשת פעמיים. ניתן להניח שזה מעגל שעובר בכל קודקוד פעם אחד, ושאורכו K. נתבונן בשורות שמשרות את המעגל הזה, ובמשבצות המודגשות שלהן. אפשר להגיד על המשבצות האלה שיש K2 משבצות, שנמצאות ב-K שורות וב-K עמודות בדיוק, בכל אחת מהשורות ומהעמודות הללו יש בדיוק שתיים מהמשבצות. 

סכום הערכים ב-K2 המשבצות היא aK, כי אלו המשבצות המודגשות של K שורות. לכן ממוצע של סכומי המספרים של זוגות המשבצות האלה שנמצאים באותה עמודה היא גם a. לכן קיימת עמודה שבה סכום של שתי משבצות היא לפחות a, לכן b ≥ a. 

באופן דומה לחלוטין מוכיחים כי b ≤ a.
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