[image: image1.wmf]2

OAOCOBODR

×=×=

5. השוקיים AB ו-CD של טרפז ABCD הן מיתרים של המעגלים w1  ו- w2 בהתאמה, שמשיקים זה לזה מבחוץ. הזוויות של הקשתות (המשיקות) AB ו-CD שוות בהתאמה ל-α ו-β. כמו כן AB ו-CD הן מיתרים של המעגלים w3  ו- w4 בהתאמה. הזוויות של הקשתות AB ו-CD של המעגלים החדשים (שנמצאים באותו צד של AB ו-CD כמו הקשתות המתאימות של שני המעגלים הראשונים) שוות בהתאמה ל-β ו-α. הוכח כי w3  ו- w4 משיקים.
אנו נציג שתי פתרונות: הפתרון הראשון אלמנטארי אבל מסובך, ופתרון השני קצר מאוד, אבל משתמש באינברסיה.

פתרון ראשון. תהיה P נקודת השקה של w1  ו- w2. נעביר מעגלים ADP ו-CDP ונניח כי הן יחתכו שוב בנקודה Q. נוכיח כי המעגלים AQB ו-CDQ הם מעגלים שמשיקים מבחוץ, ונוכיח גם כי יש שוויונים בין הזוויות: APB = CQD, וגם AQB = CPD.  
מזה יתקבל שמעגלים AQB, CQD הם בעצם w3  ו- w4 ומש"ל.

אנחנו נניח שהנקודות P, Q נמצאות על הקשת APQD בסדר זה (כמו בציור), המקרה השני שקול לחלוטין.

ובכן נתחיל מטענה פשוטה: העובדה שמעגלים ABP, CPD משיקים מבחוץ שקולה לשוויון של זוויות ABP + PCD = APD. אם קיימת קרן PT לכיוון AD שהוא המשיק המשותף לשני המעגלים, אז ABP +PCD = APT + PTD = APD . גם ההפך נכון: אם הזהות הקודמת מתקיימת, אז קיימת קרן PT בתוך זווית APD שמקיימת את הזהות האחרונה, ואז PT זה המשיק המשותף והמעגלים משיקים מבחוץ.

לפי הטענה הזאת אנחנו יודעים כי ABP + PCD = APD, ורוצים להוכיח את זהות דומה עבור Q, כלומר ABQ + QCD = AQD. 
מהמעגל APQD רואים שהאגפים הימניים של שתי הזהויות האחרונות שווים, לכן מספיק להוכיח שהאגפים השמאליים שווים: ABP + PCD = ABQ + QCD.
כלומר PCD – QCD = ABQ – ABP.
במילים אחרות PCQ = PBQ. זה ברור מהמעגל BPQC. הוכחנו שהמעגלים משיקים.

תהיה PS קרן שמקבילה לבסיסי הטרפז ומסתכלת לכיוון של השוק AB. אזי יש שוויון של זוויות:  APB = APS + SPB = PAD + PBC.

הזווית PAD משלימה את PQD ל-º180. הזווית PBC משלימה את PQC ל-º180. 

לכן ביחד PAD + PBC משלים את PQD + PQC ל- º360. 

גם CQD משלים את PQD + PQC ל- º360. לכן APB = PAD + PBC = CQD.
תהיה QR קרן שמקבילה לבסיסי הטרפז ומסתכלת לכיוון של השוק AB. אזי יש שוויון של זוויות:  AQB = AQR + RQB = QAD + QBC = QPD + QPC = CPD. מש"ל.
פתרון שני. במקרה שהטרפז ABCD הוא מקבילית, הכל ברור: אפשר לסובב את התמונה ב- º180 יחסית למרכז הטרפז ואז w1 , w2 יהפכו ל- w4, w3. לכן נתמקד רק במקרה שבו AB ו-CD נחתכים בנקודה O. 

משולשים OAD, OBC דומים. לכן 
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, כאשר R הוא מספר חיובי מסוים. נבצע שתי העתקות: קודם אינברסיה עם מרכז O ורדיוס R, ואחר-כך שיקוף ביחס לחוצה זווית של OAC. קל לראות שהעתקה שעשינו (שהיא הרכבה של שתי העתקות) תעביר את A ל-C ולהפך, את B ל-D ולהפך, ואת המעגלים w1 , w2 לזוג מעגלים משיקים. ידוע גם, שאינברסיה שומרת על זוויות, לכן ישמרו הזוויות ביו השוקיים של הטרפז לבין המעגלים, והזוויות הללו קשורות באופן חד משמעי למידות זוויתיות של הקשתות AB, CD של מעגלים. לכן  w1 , w2 יהפכו ל- w4, w3 והן יהיו עדיין משיקים.
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