5. מרובע ABCD חסום במעגל שמרכזו O, כאשר נקודה O לא נמצאת על אף אלכסון שלו. נתון כי מרכז המעגל החוסם של AOC נמצא על הישר BD. הוכח כי מרכז המעגל החוסם של BOD נמצא על הישר AC. 

פתרון ראשון.

טענה. נניח כי K, N נקודות על מעגל שמרכזו O ורדיוסו R, d מרחק מ-O לישר KN. נסמן ב-T את מרכז המעגל KON. אזי 
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נפתור את השאלה בעזרת הטענה. נסמן ב-E אמצע AC, ב-F אמצע BD, ב-P, Q את מרכזי המעגלים AOC, BOD בהתאמה. 

אז לפי הטענה 
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. היות P נמצא על הקרן OE, Q נמצא על קרן OF למשולשים OEQ, OFP יש גם זווית משותפת. לכן המשולשים OEQ, OFP דומים. 
נתון שמרכז של OAC, כלומר P, נמצא על BD, כלומר זווית OFQ ישרה (הרי BD הוא אנך ל-OF ב-F עקב סימטריה). לכן בעקבות דמיון המשולשים שמצאנו גם OEP זווית ישרה. לכן הישר EP מתלכד עם הישר AC, כלומר P נמצא על AC. מש"ל.

נשאר רק להוכיח את הטענה.

הוכחת הטענה. נסמן ב-M את האמצע של KN, וב-W את הנקודה המנוגדת ל-O על המעגל KON. בעצם T זה אמצע הקטע OW. לכן הטענה שקולה ל-
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אפשר גם לרשום OM = d, הרי KON שווה שוקיים ו-OM הוא הגובה שלו. 
ובכן, צריך להוכיח כי
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משולשים OMK, OKW הם ישרי זווית, ויש להם זווית משותפת O, לכן הם דומים. לפיכך
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בזהות האחרונה אפשר להחליף את OK ב-R, הרי זה רדיוס של המעגל שמרכזו ב-O. אחרי זה נכפיל במכנה ונקבל מש"ל. 
פתרון שני (דן כרמון). נוכיח משפט יותר כללי:

משפט. נתונים 3 מעגלים, α, β, γ. נתבונן ב-3 טענות הבאות:

1. ציר רדיקלי של β ו-γ מכיל את המרכז של α.
2. ציר רדיקלי של α ו-γ מכיל את המרכז של β.
3. ציר רדיקלי של α ו-β מכיל את המרכז של γ.
אז מבין 3 טענות הללו כל שתיים גוררות את השלישית.

לטובת הקוראים שלא מכירים את המושג של ציר רדיקלי, נסביר אותו כאן.

אבל קודם צריך להסביר את המושג של דרגת הנקודה ביחס למעגל.
נניח שנתון לנו מעגל α שרדיוסו R, ונקודה X במרחק d ממרכז המעגל. 

הגדרה. המספר d 2 – R2 נקרא דרגת הנקודה X יחסית למעגל α.
דרגת הנקודה שימושית מאוד בגיאומטריה, בעקבות תכונה חשובה שלה שנשאיר אותה בתור תרגיל עבור הקוראים שלו מכירים אותה:

תרגיל. ניקח קו ישר כלשהו שעובר דרך X וחותך את המעגל בנקודות Y, Z. אז XY·XZ לא תלוי בבחירת הישר, ושווה לערך מוחלט של דרגת הנקודה X יחסית למעגל. 

אפשר להיפתר מהערך המוחלט אם משתמשים בקטעים מכוונים. רמז לתרגיל – שוויון זוויות ומשולשים דומים. לנקודה מחוץ למעגל אפשר להגיד, שדרגת הנקודה = אורך המשיק. לנקודה על המעגל דרגת הנקודה מתאפסת.

נתבונן עכשיו בשאלה הבאה:

שאלה. במישור נתונים שני מעגלים, בעלי מרכזים שונים. מצא את המקום הגיאומטרי של נקודות, שדרגות שלהם ביחס לשני המעגלים שוות (במילים אחרות, קבוצת כל הנקודות X כאלו שדרגה של X לגבי המעגל הראשון שווה לדרגה של X לגבי המעגל השני).
תרגיל. הוכח שהתשובה לשאלה הזאת היא קוו ישר (רמז – לבחור קואורדנטות נוחות, למשל כך שמרכזי המעגלים יהיו על ציר ה-x).
הגדרה. הישר הזה נקרא הציר הרדיקלי של שני המעגלים.
לדוגמה: ציר רדיקלי של שני מעגלים שנחתכים בתי נקודות זה קו שמחבר את שני המעגלים. ציר רדיקלי של שני המעגלים שמשיקים זה המשיק המשותף שלהם.

נחזור לפתרון השאלה. קל לראות שהשאלה שלנו היא מקרה פרטי של המשפט הנ"ל. אכן, יש לנו 3 מעגלים: ABCD, AOC, BOD. ציר רדיקלי של מעגלים AOC, BOD כמובן מכיל את O, וציר רדיקלי של מעגלים BOD, ABCD זה BD  והוא לפי נתון מכיל את המרכז של מעגל AOC. ציר רדיקלי של מעגלים AOC, ABCD זה AC, ולפי המשפט הוא מכיל את המרכז של מעגל BOD. נשאר להוכיח את המשפט.
הוכחת המשפט. נסמן את מרכזי המעגלים α, β, γ ב-X, Y, Z בהתאמה, ואת הרדיוסים שלהם r3, r2, r1. תנאי א' אומר כי ציר רדיקלי של β ו-γ מכיל את X, במילים אחרות: 
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אפשר להעתיק את א' גם בצורה: 
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באופן דומה אפשר להעתיק את ב' בצורה 
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ואת תנאי ג' אפשר לרשום באופן דומה בתור 
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. סכום של 3 זהויות אלו נותן זהות 0 = 0. לכן אם שניים מתוכן נכונות, אז גם השלישית נכונה.
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