1. א. נתונה חתיכת גבינה. מותר לבחור מספר אי-רציונלי a > 0, ולחתוך את הגבינה לשתי חתיכות ביחס 1 : a (לפי משקל). לאחר מכן, מותר לבחור אחת מכל החתיכות שהתקבלו עד עתה, ולחתוך אותה לשתיים באותו יחס 1 : a, וכן הלאה. האם ניתן לפעול כך שלאחר מספר סופי של חיתוכים, אפשר יהיה לקבץ את חתיכות הגבינה לשתי קבוצות במשקל זהה?
ב. אותה שאלה, כאשר 1 ≠a  מספר רציונלי.

תשובה. א. כן. ב. לא.
פתרון. א.  אם יש גוש בגודל 
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, וחותכים אותו ביחס 
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, אז מקבלים גושים בגדלים 
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. לכן אם בהתחלה גודל הגוש היה 1, אחרי שני חתכים אפשר ליצור גוש בגודל 
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. אפשר לדאוג לכך שהגוש הזה יהיה בדיוק חצי, כאשר 
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 כלומר 
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, זאת אומרת 
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ב. אפשר להניח שאנחנו בכל שלב חותכים את כל הגושים הקיימים באותו יחס (זה לא יפריע לנו לחלק אותם לשני חלקים, כי אם יש גוש גבינה שלא היה צריך לחתוך אותו ואנחנו חתכנו אותו בכל זאת, נוכל להשאיר את החלקים שלו באותו הצד).  אם  aרציונלי, אפשר לרשום אותו בתור שבר אי-פריק 
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 כאשר 
[image: image9.wmf],

mn

 זרים. לכן גוש בגודל 
[image: image10.wmf]x

 נחתך לחלקים בגדלים 
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. אחרי  kחיתוכים יהיו לנו הרבה גושים שגודלם 
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(בהנחה שהתחלנו עם גוש בגודל 1). מתוכם יש רק גוש אחד בגודל 
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. נניח שאפשר לשים את משקלי הגושים בשני אגפי השוויון. לכל המחוברים יש את אותו מחנה משותף, נכפיל בו ונקבל מספרים שלמים.

יש רק מחובר אחד שלא מתחלק ב-n, ולכן מקבלים באגף אחד משהו שמתחלק ב-n ובאגף שני משהו שלא מתחלק ב- n וזה לא יכול להיות. 
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